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PRÉFACE 


Quand Bruno Torrésani m’a prié de préfacer cet ouvrage, j'ai aussitôt laissé 
de côté ce que je faisais et, oubliant le temps qui passe, me suis abandonné à 
la lecture. Bien évidemment je savais que mon plaisir serait à la hauteur de 
mon admiration pour les travaux de B. Torrésani et de ses collaborateurs qui 
incluent notre maître Alex Grossmann. Mon attente n’a pas été déçue et ce 
livre est beau, car il est le reflet d’une profonde conviction scientifique que je 
vais tenter d’expliquer et de justifier dans les lignes qui suivent. 


Les ondelettes sont d’abord apparues (1981) dans l’article fondamental 
d'Alex Grossmann et Jean Morlet comme des “états cohérents” au sens de 
la mécanique quantique. Ce point de vue est géométrique par opposition à 
une approche algorithmique qui prit en 1985 le devant de la scène à la suite 
des travaux de S. Mallat et I. Daubechies. Pour insister davantage, disons que 
Vapproche algorithmique repose sur l’approximation de l’espace géométrique 
ambiant par une suite emboitée de réseaux (ou grilles) de plus en plus denses. 
Ces réseaux, une fois choisis, imposent une pénible rigidité géométrique et vont, 
par exemple, empécher d’effectuer des translations ou des rotations arbitraires. 
Voilà un sérieux handicap si l’on compare la transformée en ondelettes ortho- 
gonale à la transformée de Fourier qui est compatible avec l’action du groupe 
euclidien. Mais par ailleurs, on ne saurait faire d'analyse numérique ou de 
calcul scientifique (méthodes multigrilles, etc.) sans utiliser ces grilles de plus 
en plus fines et usage de la FFT (fast Fourier transform ou transformée de 
Fourier rapide) impose aussi de choisir de telles grilles. Ce divorce entre la 
liberté de manœuvre dont on souhaite disposer dans l’analyse par ondelettes et 
les contraintes imposées par l’utilisation d’algorithmes efficaces, du type FFT, a 
été l’une des tensions les plus fécondes et créatrices de la théorie des ondelettes 
depuis les origines. Il est clair que louvrage de B. Torrésani avive ces tensions 
et sera donc la source de nouveaux progrès. 


Un des points forts de cet ouvrage est donc l’accent mis sur la “liberté de 
mouvement” fournie par les diverses actions de groupe (translations, dilatations 
et rotations) que l’on peut envisager dans les constructions d’ondelettes. On 


ne peut cependant “bouger dans tous les sens” et si l’on désire le faire, il fau- 
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dra relier ces trois types de transformations géométriques dans une recherche 
qui s’apparente à celle de la meilleure base dans les algorithmes de Coifman 
et Wickerhauser. Cette étude, qui n’avait pas été prévue par les “pères fonda- 
teurs”, est un des points très originaux du beau livre de B. Torrésani. 

Un second point fort est la description précise et exacte du remarquable 
algorithme de détection de la “fréquence instantanée”. Comme chacun sait, la 
quête de la “fréquence instantanée” est l’une des épopées majeures du traite- 
ment du signal et les techniques utilisées classiquement étaient basées sur la 
transformation de Wigner-Ville et ses généralisations. Une des plus belles 
réalisations scientifiques de “l’équipe ondelettes” de Marseille a été la découver- 
te d’un algorithme “temps-fréquence” basé sur la transformation en ondelettes. 
La présentation de cet algorithme par B. Torrésani est la meilleure dont nous 
disposions aujourd’hui. 

Une troisième nouveauté, présentée par B. Torrésani, est la construction 
sur la sphère d’“ondelettes de Gabor” qui soient compatibles avec l’invariance 
par rotation. 

Un dernier chapitre traite de la possibilité d'utiliser des QMFs (quadra- 
ture mirror filters) pour effectuer des calculs approchés mais rapides sur des 
ondelettes non orthogonales. 


L'ouvrage que nous offre B. Torrésani complète Ten Lectures on Wavelets, 
écrit par I. Daubechies, et je crois que ces deux traités feront bon ménage sur 
le bureau des scientifiques qui utilisent les ondelettes. 

Le style de B. Torrésani est remarquablement clair et efficace et je suis 
heureux qu’un large public scientifique puisse enfin disposer de cet excellent 
cours avancé sur les ondelettes et leurs applications. 


Yves Meyer, membre de l’Institut 


Chapitre I 


INTRODUCTION 


L'analyse par ondelettes est apparue sous ses “formes modernes”, au début 
des années 80, dans un remarquable article d'Alex Grossmann et Jean Morlet. 
L’un des points essentiels qu’elle nous enseigne est qu’un objet mathématique 
(qu’il s’agisse d’une fonction, d’un signal, d’un opérateur,...) peut être repré- 
senté de multiples façons, chacune de ces représentations permettant de mettre 
Paccent sur certaines caractéristiques de l’objet étudié. Un exemple significatif 
est fourni par le signal de parole, dont des représentations temps-fréquence 
différentes (par exemple une représentation en ondelettes et une représentation 
de Gabor à bande étroite) conduisent à des interprétations différentes. 

Il est amusant de constater qu’il en va de même pour l’analyse par ondelettes 
elle-même : on peut la présenter de divers points de vue, qui dépendent au- 
tant de l’application visée que de la culture scientifique de l'utilisateur. En 
effet, quelle que soit l’approche choisie, on peut toujours y retrouver une 
“préhistoire” des ondelettes, au cours de laquelle des techniques très semblables 
aux ondelettes (et qui souvent avaient tout des ondelettes sauf le nom) étaient 
couramment utilisées. 

On peut se livrer à un essai de classification des “préhistoires des ondelettes” 
et de leurs “prolongements contemporains”. Cette classification est bien en- 
tendu arbitraire (les quatre classes ci-dessous ont une intersection non vide 
— et il n’est pas certain que leur réunion recouvre l’ensemble du sujet), mais 
elle permet de décrire les tendances générales. 


e Approches “temps-échelle” : Il s’agit d’approches trouvant leur origine 
dans des problèmes de caractérisation d'espaces fonctionnels et d’opéra- 
teurs. Certaines propriétés de régularité des fonctions se trouvent mises 
en évidence lorsque l’on étudie le prolongement harmonique des fonctions 
en question (voir par exemple [13]), c’est-à-dire une autre représentation. 
L’un des outils de base dans ce domaine est l'identité de Calderón [5], 
dont la formule de représentation en ondelettes peut être vue comme une 
“paraphrase” plus géométrique. L’une des conséquences a été la cons- 
truction de bases orthonormées d’ondelettes par J.O. Stromberg [31] puis 
Y. Meyer et ses collaborateurs (voir [23]), qui a abouti au concept d’analy- 
se multirésolution [21], puis à diverses généralisations (bases d’ondelettes 
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sur un intervalle ou périodiques, ondelettes multidimensionnelles associées 
à des “dilatations généralisées”, bases trigonométriques locales....). 


Approches “algorithmiques” : On peut regrouper dans cette catégorie les 
travaux qui font suite aux travaux de Marr [22] (bien que celui-ci ne se soit 
que très peu intéressé aux aspects purement algorithmiques) et ses col- 
laborateurs (ou même certains précurseurs, puisqu'il semble que certains 
physiologistes de la vision aient eu, à la fin du siècle dernier, de semblables 
préoccupations) sur la vision par ordinateur et le traitement d’images. 
L'accent est mis ici sur les aspects algorithmiques. Cela fait apparaître la 
richesse algorithmique des ondelettes, basées sur des opérations de dilata- 
tion et translation très naturelles, y compris dans le cas de signaux définis 
sur un réseau (ce qui est le cas en pratique). Les “références historiques” 
sont les articles fameux de Burt et Adelson sur le “Laplacien Pyramidal” 
[4], ainsi que les travaux d’Esteban et Galand [11], puis de Smith et Barn- 
well [30] qui ont conduit à la construction des filtres miroir en quadra- 
ture (QMF) et rejoignent la théorie des analyses multirésolution, puis 
plus récemment aux algorithmes adaptatifs de décomposition en paquets 
d’ondelettes de équipe de Yale (voir par exemple [33]). Une avancée plus 
récente concerne l’utilisation systématique des bases d’ondelettes en ana- 
lyse numérique [3], basée sur le fait qu’une large classe d'opérateurs peu- 
vent être représentés de façon économique (1.e. par des matrices creuses) 
dans des bases d’ondelettes. 


Approches “temps-fréquence” : On se place ici délibérément dans le con- 
texte du traitement du signal. Suite aux travaux fondamentaux de J. 
Ville [32] sur les représentations temps-fréquence des signaux, le sujet est 
presque devenu une discipline scientifique à part entière. De nombreux 
auteurs se sont particulièrement intéressés au problème de définition et 
d’estimation de la fréquence instantanée dans les signaux (voir à ce sujet 
le livre de P. Flandrin [12]). Les ondelettes apparaissent dans ce contexte 
comme une représentation temps-fréquence parmi beaucoup d’autres, qui 
a cependant pour elle une grande souplesse d’utilisation. Le probleme se 
pose maintenant des représentations temps-fréquence adaptatives : étant 
donnée une famille de représentations temps-fréquence, comment choisir 
celle qui décrira optimalement un signal donné ? Il s’agit de l’un des défis 
les plus stimulants à l’heure actuelle. 


Approches “géométriques” : Bien que ces approches soient assez simi- 
laires aux précédentes, l’origine et le langage sont ici ceux de la mécanique 
quantique et de la théorie des groupes (voir par exemple l’article de base 
[16], ou encore [27], dans lequel le lien avec les états cohérents de la 
mécanique quantique est explicité). L’accent est mis sur les propriétés 
de symétrie des représentations en ondelettes, ce qui permet de donner 
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une description unifiée d’une famille de représentations temps-fréquence 
incluant, outre les ondelettes dans diverses versions, les représentations 
de Fourier à fenêtre (voir par exemple [29]) ainsi que de nombreuses 
généralisations. En revanche, on ne sait toujours pas comment insérer 
dans ce cadre les analyses multirésolution (à l'exception de quelques cas 
trop spécifiques), qui restent l’une des pierres angulaires de “l'édifice 
ondelettes”. 


Des descriptions axées sur divers points de vue (la plupart du temps il s’agit 
des deux premiers) peuvent être trouvées par exemple dans [6], [10], [12], [17], 
[23], [29] et [33]. En revanche, il n'existe à ce jour que très peu de textes de 
réference sur les décompositions continues en ondelettes. 


Le présent ouvrage ne prétend pas rendre compte de l’aspect “multiforme” 
des ondelettes que nous venons d'évoquer (nous renvoyons à [24] pour une de- 
scription globale de certains aspects ou aux compilations d’articles de revue 
[2], [7], [19], [20], [28]). Il est plus spécifiquement consacré aux décompositions 
continues en ondelettes ainsi qu’à certaines de leurs applications en traite- 
ment du signal. On insistera donc principalement sur les approches “temps- 
fréquence” et “géométrique”, ainsi que sur les méthodes et algorithmes basés 
sur ces aspects. 

Les trois premiers chapitres sont consacrés à des généralités concernant 
les représentations temps-fréquence et temps-échelle et, en particulier, sur les 
transformations continues en ondelettes et de Gabor. Apres cette introduc- 
tion, le chapitre II décrit un certain nombre de représentations de type temps- 
fréquence ou temps-échelle, ainsi que certaines de leurs propriétés caractéristi- 
ques, notamment la souplesse des représentations continues, qui les rend adap- 
tables à de nombreuses situations spécifiques. Le chapitre HI est, quant à lui, 
consacré à un certain nombre d'exemples académiques commentés et destinés 
à familiariser le lecteur avec les images de transformée en ondelettes. 

Les chapitres IV et V illustrent les deux aspects complémentaires des repré- 
sentations en ondelettes, à savoir les aspects temps-échelle et temps-fréquence. 
Au chapitre IV on utilise les ondelettes pour effectuer une analyse locale des 
fonctions et des signaux, ce qui est illustré par les problèmes de caractérisation 
de singularités ponctuelles des fonctions et mis en parallèle avec les problèmes 
de détection de contours dans les images, et de caractérisation d’auto-similarité 
dans les signaux, suivant entre autres les travaux du groupe de Bordeaux (voir 
par exemple [1]). Le chapitre V est consacré aux problèmes de caractérisation 
de signaux par des amplitudes et fréquences locales, donc à des aspects temps- 
fréquence. On y décrit les méthodes, mises au point par le groupe de Marseille, 
pour la mesure de fréquences locales dans les signaux et les images au moyen 
des transformations continues en ondelettes ou de Gabor. 

Les trois derniers chapitres sont consacrés à des points précis de l’analyse 
continue par ondelettes. Le chapitre VI traite la stabilité des représentations 
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continues par rapport à la discrétisation, suivant la voie tracée par I. Daubechies 
[9]. Le chapitre VII consiste en une “relecture” des décompositions décrites au 
chapitre II selon un point de vue plus géométrique ; on y justifie en particulier le 
terme “temps-fréquence” sous un angle géométrique et algébrique, en montrant 
comment les représentations temps-fréquence sont naturellement associées à un 
“espace des phases” construit par la théorie des groupes. Enfin, le chapitre VIII 
est consacré aux algorithmes de calcul adaptés aux différentes versions de la 
transformation en ondelettes envisagées dans ce livre. On y montre notam- 
ment comment les algorithmes rapides de transformée en ondelettes discrètes 
sont obtenus naturellement à partir des algorithmes pyramidaux du traitement 
d'image et comment ils peuvent être adaptés à la situation plus générale de la 
transformation (presque) continue en ondelettes. Ces trois chapitres peuvent 
être lus indépendamment les uns des autres. 

Quelques aspects plus spécifiques encore (comme par exemple quelques cal- 
culs géométriques sur les groupes de rotations ou le groupe euclidien ou des 
coefficients de filtres pour algorithmes pyramidaux) ne sont abordés que sous 
forme de compléments, situés en fin de chapitre, pour ne pas alourdir le corps 
du texte. 

Pour compléter le texte, des annexes résumant quelques bases mathémati- 
ques nécessaires ont été placés à la fin de ouvrage. 

Les analyses multirésolution et les bases d’ondelettes n’apparaissent expli- 
citement à aucun moment dans le texte, du moins sous leur forme classique. Il 
s’agit là d’un choix délibéré, dans la mesure où il existe déjà d’excellents ou- 
vrages faisant autorité sur le sujet (entre autres [6], [10] et [23]). En revanche, la 
notion d’analyse multirésolution apparaît en filigrane à de nombreuses reprises, 
comme par exemple au chapitre VIII (consacré aux algorithmes de calcul de 
transformée en ondelettes), où elle est naturellement associée aux algorithmes 
pyramidaux, ou à la fin du second chapitre dans lequel est ébauché le passage 
des ondelettes continues aux ondelettes discrètes. 


Le lecteur désireux d’expérimenter les techniques décrites dans ce livre peut 
utiliser un certain nombre de logiciels du domaine public, déposés sur quelques 
sites du réseau Internet (il existe aussi quelques logiciels commerciaux). Nous 
donnons ici une liste (qui est loin d’être exhaustive) de tels sites : 


e cs.nyu.edu : Dans le répertoire /pub/wave/software se trouve une ver- 
sion de logiciels développés par le département “computer science” du 
Courant Institute de New York. On y trouve en particulier des outils de 
transformation en ondelettes unidimensionnelle (fichier wavel.tar.Z) et 
bidimensionnelle (fichier wave2.tar.Z), ainsi que de décomposition temps- 
fréquence adaptative (fichier mpp.tar.Z) ou d’autres outils reliés. Dans 
tous les cas, ce sont des logiciels développés en langage C. 


è pascal.math.yale.edu : Le répertoire /pub/software contient des logiciels 
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développés par le département de Mathématiques de Yale University, et 
fondés sur les décompositions temps-fréquence et temps-échelle adapta- 
tives, les bases de paquets d’ondelettes et les bases trigonométriques lo- 
cales, ainsi que des outils de débruitage de signaux basés sur ces méthodes. 


e maxwell.math.scarolina.edu: Le répertoire /pub/wavelets/programs con- 
tient un certain nombre d’outils liés aux décompositions en ondelettes 
(développés en langage C). 


e stats.stanford.edu : Le répertoire /pub/wavelab contient des outils (uti- 
lisant l’environnement MATLAB) de débruitage de signaux par transfor- 
mation en ondelettes. 


è cpt.univ-mrs.fr : Un logiciel (basé sur l’environnement Splus), mettant 
en œuvre les techniques décrites au chapitre V de ce volume, ainsi que 
des algorithmes reliés, sera prochainement disponible sur ce site. 


Dans tous les cas, ces logiciels sont disponibles par la procédure UNIX “ftp” 
usuelle : composer ftp site ; à la question user, répondre anonymous, et à la 
question password, donner sa propre adresse Internet. Utiliser ensuite cd rep 
pour se positionner dans le répertoire voulu (“rep” en l’occurrence), puis get 
nomfichier pour transférer le fichier voulu (dont le nom est ici “nomfichier” ). 


Cet ouvrage se fonde sur des cours que j’ai donnés au DEA “Physique 
des Particules, Physique Mathématique et Modélisation” des universités d’Aix- 
Marseille I et II, de Nice, Toulon-Var et Toulouse entre 1991 et 1994, ainsi qu’à 
l’école d’été “Ondelettes et Applications” organisée par PENSICA, Toulouse 
(été 1992). Avant et durant sa rédaction, j’ai bénéficié d'innombrables discus- 
sions avec, en particulier, À. Grossmann, Ph. Tchamitchian, M.A. Muschietti, 
G. Beylkin, R. Carmona, B. Escudié, K. Flornes, P. Ponenti, V. Wickerhauser, 
M. Holschneider et F. Plantevin, que je tiens à remercier ici. Je suis aussi 
particulièrement reconnaissant envers Y. Meyer pour ses conseils, ses encou- 
ragements toujours chaleureux et ses critiques constructives, mais aussi pour 
avoir relu en détail et corrigé une version préliminaire de ce texte et accepté d’en 
écrire la préface. Je tiens à adresser mes remerciements à C. Fabre, directeur 
de la collection, pour ses nombreuses remarques. 

Je tiens enfin à remercier S. Zhong, qui a aimablement produit les figures 
IV.1-IV.3 du chapitre IV, ainsi que M. Kunt, éditeur de la revue Signal Pro- 
cessing pour lautorisation de reproduire les figures 8, 9 et 10 du chapitre V 
(extraites de l’article de C. Gonnet et B. Torresani, “Local frequency anal- 
ysis with two-dimensional wavelet transform”, Signal Processing, 37 (1994) 
389-404). 
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Chapitre II 


ANALYSE CONTINUE PAR ONDELETTES 
ET PAR GABORETTES 


L'analyse de Fourier est sans conteste l’un des outils les plus puissants mis 
à la disposition des mathématiciens et physiciens d’aujourd’hui et aussi Pun 
des plus utilisés. Néanmoins, bien que bâtie sur la base du concept physique 
de fréquence {spatiale ou temporelle), elle se révèle imparfaitement adaptée à 
la description de fonctions ou signaux que l’on peut rencontrer couramment. 

L’exemple le plus parlant (si l’on peut dire) est celui de la musique. Nous 
sommes capables d’associer à chaque note que nous entendons une fréquence 
fondamentale (que nous appelons la, si, do,...), mais cette note est, presque par 
définition, de durée finie, contrairement aux exponentielles complexes utilisées 
dans sa décomposition de Fourier. Cette note semble donc a priori difficile à 
décrire par une analyse spectrale usuelle. C’est ainsi que la notation musicale 
usuelle fait naturellement intervenir simultanément des notions de temps et 
de fréquence : sur une portée musicale, la variable temporelle correspond à la 
direction horizontale et la variable fréquentielle à l’axe vertical. 

Restons dans le monde de la musique et écoutons un “glissando” joué par 
exemple par un violoniste ou un violoncelliste. Ce que nous entendons est 
perçu comme une fréquence (toujours la hauteur du son) dépendant du temps 
de façon continue, ce que, une fois encore, l’analyse de Fourier peut difficilement 
décrire. 

Dans ces deux cas, il semblerait à première vue préférable de calculer la 
transformée de Fourier d’une partie finie (un segment) uniquement de la fonc- 
tion, centrée sur l'instant auquel l’on s'intéresse, plutôt que de la fonction dans 
son intégralité. En fait cette solution simple souffre d’un grave défaut ; elle 
équivaut à calculer la transformée de Fourier du produit de la fonction initiale 
par l’indicatrice du segment considéré, qui n’est autre que le produit de convolu- 
tion de la transformée de Fourier de la fonction par celle du segment, à savoir un 
sinus cardinal sin(w2)/wa. Le résultat est une fonction lentement décroissante 
de la fréquence, qui ne reflète en rien la bonne localisation fréquentielle de notre 
signal musical. 

La variante que l’on introduit consiste à remplacer l’indicatrice du seg- 
ment par une fonction (appelée fenêtre), localisée au voisinage du segment, 
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et suffisamment régulière pour que sa transformée de Fourier soit elle aussi 
bien localisée, pour éviter l'inconvénient précédent. Nous voyons donc l'intérêt 
qu’il peut y avoir à utiliser une fenêtre bien localisée des deux cotés de la 
transformée de Fourier. I] ne nous semble pas nécessaire pour l’instant de don- 
ner une définition quantitative précise de l’expression “bien localisée”. Sauf 
spécification contraire, nous dirons qu’une fonction est bien localisée si elle 
possède de bonnes propriétés de décroissance à linfini (c’est-à-dire aussi bonnes 
qu’un critère fixé à l’avance). Dans des cas précis, nous serons amenés à utiliser 
des notions plus précises de localisation. On peut par exemple supposer qu’une 
fonction f(x) est telle que 


PONS a VER 
(1+ lel”) 
pour certaines constantes positives K et N. 

Avant d’entrer dans le vif du sujet, donnons encore une motivation supplé- 
mentaire pour l'introduction d'une analyse de Fourier locale et illustrons la en- 
core par un exemple musical. Considérons une enregistrement analogique d’un 
son extrêmement régulier, dont on peut supposer que la transformée de Fourier 
décroît rapidement, sur un disque détérioré en un unique point. La présence de 
ce craquement empêche la transformée de Fourier du signal de décroître rapi- 
dement, ce qui se traduit par une reconstruction (par transformée de Fourier 
inverse) numériquement instable, car obtenue à partir d’intégrales très oscil- 
lantes, et ce en tous points. Nous verrons plus loin comment l'introduction de 
fenêtres permettra de “localiser” cette instabilité numérique. 


I DECOMPOSITION TEMPS-FREQUENCE 


Nous allons maintenant décrire un certain nombre de “représentations temps- 
fréquence” des fonctions d’une variable réelle ; par représentation temps-fré- 
quence nous entendons la mise en correspondance de la fonction avec une fonc- 
tion de deux variables : le temps (ou la position) et la fréquence (ou la fréquence 
spatiale). Nous verrons plus loin qu’il existe une infinité de façons différentes 
de construire de telles correspondances ; aussi nous nous restreindrons à une 
sous-classe, à savoir celle des correspondances : 


o linéaires ; 


è covariantes : certaines transformations naturelles de la fonction analysée 
(translation, modulation, dilatation, ... ) se traduisent de manière simple 
sur la représentation temps-fréquence. 


On ajoutera à cela une contrainte plus intuitive de “lisibilité” : la représen- 
tation choisie doit permettre (dans la mesure du possible) de mettre en évidence 
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certains types d'informations sur la fonction ou le signal analysé!. Comme 
nous l’avons signalé plus haut, la représentation musicale est un prototype de 
représentation temps-fréquence. 

Les notions que nous allons maintenant introduire et utiliser dans les cha-: 
pitres suivants se rapporteront toujours à un objet essentiel, appelé le plan 
temps-fréquence (ou position-impulsion dans le cas multidimensionnel), que 
l’on nommera aussi espace des phases. Le plan temps-fréquence permettra 
de donner une description à la fois temporelle et fréquentielle des fonctions 
étudiées. Disons tout de suite que la précision de cette description sera limitée 
par l'inégalité de Heisenberg (dont nous verrons en particulier une conséquence 
au chapitre VI) : 


1 
AE > = 
Az 625 


qui nous montre qu’on ne peut espérer décrire une fonction avec une précision 
infinie simultanément en temps et en fréquence. 


II L'ANALYSE DE FOURIER A COURT TERME 


Nous débutons cette analyse par une description de la transformation de 
Fourier 4 court terme (aussi appelée transformation de Fourier a fenétre glis- 
sante ou transformée de Gabor) et de la transformation inverse. Plagons-nous 
tout d’abord dans le cadre unidimensionnel. 


II.1 Les gaborettes en dimension 1 


L’idée de base est donc d’introduire dans l’analyse de Fourier usuelle une 
notion de localité spatiale (ou temporelle) en remplacant la fonction analysée 
par un produit de celle-ci par une fenétre convenablement choisie au préalable 
possédant de bonnes propriétés de localisation, puis en calculant la transformée 
de Fourier du produit ainsi formé. On renouvelle alors l’opération avec des 
copies translatées de la fenêtre, ce qui conduit à une analyse locale en tous 
points. Si nous choisissons de noter g(x) la fenêtre et f(x) la fonction analysée, 
le résultat est alors la collection de nombres : 


i Ha)g(x— b)e de 
R 


Pour des raisons pratiques, il est souvent plus intéressant de considérer les 
coefficients : 


Gib, w) = Í, f(æ)g(x — b)*e“ -ddr (IL1) 


INous ne sommes pas encore en mesure à ce point de préciser la signification de cette 
contrainte ; on rejoint là la problématique du traitement du signal adaptatif, qui vise essen- 
tiellement à adapter (de façon automatique) l'outil d'analyse à l’objet analysé. Ces notions 
se préciseront par la suite. 
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qui s’obtiennent à partir des précédents par une multiplication par e™? et une 
redéfinition de la fenêtre. Les nouveaux coefficients forment la transformée de 
Gabor G}(b,w) de f(x), et s'expriment simplement par : 


G;(b, w) = (f, J(b,w) ye (II.2) 


où les fonctions | 
ges) (2) = gx — bje” -d (I1.3) 


sont appelées ondelettes de Gabor, ou encore gaborettes. 


Remarque: La transformation de Gabor nous met en présence d’un objet nou- 
veau, que nous appelons Plan temps-fréquence, ou Espace des phases. Il s’agit 
ici du plan JR?, mais nous verrons par la suite qu’il peut aussi prendre des 
formes différentes. La transformation de Gabor permet de “représenter” les 
fonctions de L*(JR) comme des fonctions sur le plan temps-fréquence. Cepen- 
dant, il est important de rappeler qu’à cause de l'inégalité de Heisenberg déjà 
mentionnée, toute fonction sur le plan temps-fréquence ne peut étre transformée 
de Gabor d’une fonction de L? (IR). 


Remarquons que les gaborettes sont construites à partir de la fenêtre g(x) 
par une procédure extrèmement simple, à savoir par des translations et des 
modulations (c’est-à-dire des translations en fréquence). C’est naturellement 
aussi le cas de leur transformée de Fourier : 


Fono) (E) = 7 °G(E ~ w) (11.4) 


La formule de Plancherel permet donc d’exprimer la transformée de Gabor 
de f(x) comme une transformée de Gabor de sa transformée de Fourier f(€) : 


Ge) = = | FOE- w)"de (11.5) 


Supposant sans perte de généralité que g(x) et g(€) sont toutes deux bien 
localisées autour de l’origine (on peut en effet toujours se ramener à ce cas par 
une translation et une modulation), on peut donner l’interprétation suivante 
des coefficients G(b,w). Gy(b,w) fournit une information sur le “contenu” de 
f(x) au voisinage du point « = b et de la fréquence £ = w. Autrement dit, 
G'(b, w) sélectionne le contenu de f(x) au voisinage du point de coordonnées 
(b,w) dans le plan temps-fréquence. Naturellement, la notion de “contenu” 
d’une fonction dans un voisinage d’un point est une notion très peu précise, 
qui dépend en outre très fortement de la fenêtre choisie. Nous serons amenés 
à donner un sens légèrement plus précis à cette notion par la suite. 

La question suivante que l’on est amené à se poser est de savoir comment 
évolue la localisation de gp.) dans le plan temps-fréquence quand on fait varier 
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Figure II.1 : Localisation de deux gaborettes gio2n)(z) et 9(6,4r)(x) dans 
l’espace des x (partie réelle). 


les paramètres de translation et de modulation b et w. La réponse à cette 
question est encore une fois très simple. Les gaborettes étant engendrées par 
des translations en temps et en fréquence de la fenêtre g(x), 94,1) est localisée 
dans le plan temps-fréquence à l’intérieur d’une région centrée sur le point de 
coordonnées (b, w), d’aire égale à l’aire du domaine (centré en (0,0)) à l’intérieur 
duquel est localisée g(x). La localisation de gy.) est décrite dans les figures 
Il.1 et II.2. 

Considérons maintenant l’ensemble des coefficients de Gabor G(b,w), où 
b,w € IR. Les paramètres (b,w) décrivant la droite réelle, les coefficients de 
Gabor constituent un ensemble redondant de données (nous verrons comment 
préciser cette redondance en discutant les espaces à noyaux reproduisants). 
En revanche, du fait que les gaborettes décrivent l’ensemble du plan temps- 
fréquence, elles constituent une information suffisante pour la caractérisation 
de f(x). On peut donc, sous certaines hypothèses, inverser la transformée de 
Gabor et restituer à partir des G;(b,w) la fonction f(x) elle-même. C’est ce 
qu’exprime le théorème de représentation suivant. 


Théorème 1 Soit g € L*(IR). Toute fonction f € L?(IR) peut être décomposée 
comme suit : 
1 


f= 
PIE 


f Gz (b, w)go, w dbdw (IL6) 
IRXIR 
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Figure II.2 : Localisation des deux gaborettes de la figure précédente dans 
l’espace de Fourier (seul le module est représenté). 


où légalité est à prendre au sens faible et où Gy est la transformée de Gabor 
de f(z) : Gib w) = (F, 9(6,4)) 


Preuve : Il est bien connu que Gy € L?(IR, db). Donc : 


CIE 
IR 
= aa [HF HE 4)" HOHE - w)acacad 


=a | PO EU 
~ In Jip I 
De plus, puisque f, g € L? (IR) 
[Gr 1£2çmex im abdu) = f IG; (b, w)? dbdw = 27|} f|} llall? (11.7) 
ce qui prouve le théorème. 
Notons au passage que f et g étant dans L?(IR), G;(b, w) est fini pour tous 


b,w € IR. 


Remarque 1 : Découplage des fonctions d'analyse et de synthèse. Le résultat 
précédent peut être légèrement généralisé, en remarquant que rien ne force à 
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utiliser les mêmes fenêtres pour le calcul des coefficients et pour l’inversion de 
la transformée de Gabor. En introduisant une autre fenêtre h € L?(IR), on 
montre aisément que l’équation (II.6) peut être remplacée par : 


1 


p 2x (h, g) RxR 


où Gy est toujours définie par (II.2) et légalité est toujours à prendre au sens 
faible. Cette propriété peut s’avérer intéressante en pratique (nous verrons plus 
loin une propriété similaire dans le cadre de l’analyse par ondelettes). 


Î G's(b, w)h(e,w) dbdw (11.8) 


Remarque 2 : Densité d’énergie dans le plan temps-fréquence. La transformée 
de Fourier à court terme est très utilisée depuis une trentaine d’années dans le 
contexte de l’analyse de signal. En particulier, son module carré |G (b, w)|”, 
parfois appelé spectrogramme, peut être employé pour l'étude de la répartition 
de l'énergie de f(x) dans le plan temps-fréquence. Ceci est rendu possible par 
l'équation (II.7), qui est une formule de Plancherel et permet l'interprétation 
de FILE |G;(b, w)|? comme une densité d'énergie de f(x) dans le plan temps- 
fréquence. Il convient néanmoins de préciser que cette densité d'énergie n’est 
pas une caractéristique intrinsèque de la fonction analysée, dans la mesure où 
elle dépend de la fenêtre utilisée. 


IL2 Un exemple simple 


Nous allons immédiatement voir sur un exemple très simple que le com- 
portement de la transformée de Gabor est tel qu’attendu. La motivation ini- 
tiale était de permettre une analyse de Fourier locale, c’est-à-dire de donner 
un accès simple à certaines quantités locales, telles qu’une fréquence locale ou 
une amplitude locale. Le cas des fréquences locales sera traité au chapitre V, 
mais nous pouvons considérer le cas de fonctions du type 


f(x) = A(a)e™ 


où A(x) est supposée de classe C?(IR). Soit g € L?(IR) une fenêtre, supposée 
à support compact dans un intervalle J centré sur l’origine. Sans perte de 
généralité, on peut en outre supposer que |g(€)| soit maximale en € = 0. Un 
développement de Taylor au premier ordre A(x) = A(b) + (z — b)ra(x) conduit 
à 

G(b,w) = A(b)e?g(A — w)* + R(b,w) (IL.9) 


Ainsi, si le reste R(b,w) est négligeable, on peut voir que |[G';(b,w)| est lo- 
calement maximum en w = À, ce qui permet une mesure directe de À. La 
décroissance de |G'(b, w)| quand l’on s'éloigne de cette valeur est fixée par les 
propriétés de localisation de g. Sous les mêmes hypothèses, une autre mesure 
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de À est fournie par l’étude de la phase de la transformée de Gabor, qui évolue 
linéairement en fonction de b. Enfin, une mesure de la fonction A(z) est obtenue 
à partir des variations de [G;(b,w)| en fonction de b. 

Tout est donc conditionné par la taille du reste R(b, w), qui est ici facile à 
évaluer. En effet, comme dans Supp(g(s.)) on a |re]| < sup|4’|, R(b,w) est de 
plus borné 

|R(b,w)|< K sup |A‘(z)| (II.10) 
zEb+I 


où K est une constante (finie dès que f |x||g(x)|dx < co) qui ne dépend que 
de g. Dans ces conditions, on pourra négliger le reste si A’/A est petit sur le 
support de gb), autrement dit si l'amplitude A(z) est lentement variable sur 
le support de g(b,w)- 

Dans ce qui précède, l'hypothèse A € C?(IR) n’a pas été utilisée complè- 
tement. Elle peut l’être dans un cas bien précis, c’est-à-dire le cas où l’on se 
place exactement à la fréquence w = A. En poussant alors le développement de 
Taylor à l’ordre suivant et en utilisant le fait que g’(0) = 0, on obtient 


G(b,w) = A(bje (A — w)” + R2(b,w) (11.11) 
où R2(b,w) est cette fois borné 


|R2(b,w)| < K’ sup |4"(x)| (11.12) 
æEb+I 


pour une constante K’ complètement déterminée par g(x) (finie dès lors que 
J'izllg(z)ldz < 00). 


Il est bien clair que cet exemple simple n’offre en lui-même que peu d'intérêt, 
dans la mesure où À et w peuvent être caractérisés plus simplement par une 
simple transformée de Fourier. Il est néanmoins révélateur de usage qui peut 
être fait des décompositions temps-fréquence pour le problème de détermination 
de fréquences locales. Nous verrons des exemples plus complexes au chapitre 
V). 

Il faut aussi remarquer que, compte tenu de la linéarité de la transformée 
de Gabor, la transformée d’une fonction du type : 


f(x) = 5D Aplr) 
k 
est donnée par 


G p(b w) = X Ar(b)e™t iA — w)" + R(b w) 
k 


c’est-à-dire une superposition de composantes possédant des propriétés de loca- 
lisation différentes dans le plan temps-fréquence, ce qui facilite leur séparation. 


L'analyse par ondelettes en dimension 1 17 


En effet, dès que w est proche de l’une des fréquences À4,, ou plus précisément 
si Ax, (b)G(Ak, — w) © Az(b)ÿ(Ax — w) pour tout k # ko, la transformée de 
Gabor va essentiellement “voir” la composante d'indice ko. 


Remarque : On sait que le problème de la recherche des lieux x, tels qu’une 
fonction |f(x)| atteigne un maximum, est un “problème mal posé” et donc 
numériquement instable. Néanmoins, le cas que nous considérons est plus fa- 
vorable, dans la mesure où une transformée de Gabor est une fonction très 
redondante, comme nous verrons à la fin de ce chapitre. Cette redondance 
confère à la méthode que nous venons de décrire une plus grande stabilité. 
Nous aurons l’occasion de revenir sur ce point au chapitre V. 


II.3 Le cas multidimensionnel 


Terminons cette partie par une description de l’analyse de Fourier à court 
terme en dimensions supérieures à un. La généralisation se fait de façon 
immédiate. On considère une fonction g € L?(IR") et les gaborettes associées, 
toujours définies par (II.3) : 


ge (2) = g(a — be) 


mais pour lesquelles les paramétres de translation et de modulation décrivent 
chacun JR” et où w-(z—b) est un produit scalaire dans IR". Dans ces conditions, 
on montre aisément que pour toute f € L?(IR"), on a la décomposition suivante 
généralisant (II.6) : 


1 
(27)"{lg|P 


Les gaborettes sont alors localisées dans l’espace des phases JR" x IR" dans des 
domaines de forme et de volume constants. 


f= l G's(b, w)9(b,W) dbdw (11.13) 
IR” x IR” 


III L’ANALYSE PAR ONDELETTES EN 
DIMENSION 1 


III1 Décompositions continues en ondelettes 


Tournons-nous maintenant vers une autre procédure permettant de décrire 
le plan temps-fréquence JR x IR. En guise de justification, mettons d’abord 
en évidence l’un des défauts de l’analyse de Fourier à court terme, qui est la 
conséquence immédiate du processus utilisé pour la construction des gaborettes. 
Les gaborettes sont des fonctions de taille constante et ne permettent donc pas 
d'obtenir une résolution temporelle aussi haute que nécessaire. Supposons en 
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particulier que la fonction analysée f(x) soit singulière en un point z = zo. Les 
coefficients G(b,w) ne permettent alors pas de localiser la singularité, c’est- 
à-dire de déterminer ro avec une précision supérieure à la taille de g(x). Les 
gaborettes étant aussi de taille constante dans l’espace de Fourier, un argument 
similaire peut y être développé. 

Ce raisonnement très simple démontre la nécessité de pouvoir disposer d’une 
méthode d’analyse agissant en quelque sorte comme un microscope mathémati- 
que, c’est-à-dire adaptant sa résolution (ici la taille des fenêtres d’analyse) à la 
taille de l’objet (ou du détail) analysé. C’est précisément ce que fait l’analyse 
par ondelettes. Partant d’une fonction y(x) bien localisée (dans le plan temps- 
fréquence), on lui associe la famille d’ondelettes Y(b a) (£) engendrées par des 
translations et des dilatations de Ÿ(x) : 


Piba (2) = af = *) (IIL.1) 


les paramètres b et a décrivant généralement IR et IR}. Les ondelettes sont 
donc de forme constante, mais de taille variable, proportionnelle au paramètre 
de dilatation a. 

Les ondelettes Y(t a) (£) permettent de décrire le plan temps-fréquence de 
façon assez différente de la description donnée par les gaborettes. Remarquons 
tout d’abord que l’on peut toujours, sans perte de généralité, supposer que 
p(x) est bien localisée autour de l’origine x = 0. En revanche, #(€) n’a aucune 
raison d’être localisée autour de l’origine des fréquences x = 0, nous allons en 
fait voir plus loin que cette hypothèse doit être exclue. Supposons donc ÿ(£) 
bien localisée autour du point x = wọ > 0. Dans ces conditions, Y(b,a) (£) est 
bien localisée dans une région du plan temps-fréquence, centrée sur le point 
de coordonnées (b,wo/a). De plus, ce domaine est une version dilatée (dans 
la variable x) et contractée (dans la variable €) du domaine dans lequel est 
localisée (x). On a supposé ici a > 1; si a < 1, il y a dilatation en x et 
contraction en £. Ces propriétés de localisation sont décrites dans les figures 
II.3 et II.4. 

L’analyse par ondelettes associe donc à la fonction analysée l’ensemble de 
coefficients : 


Ts (b, a) = (f, Ÿ(b,a) ) L? (111.2) 


qui, parallèlement aux coefficients de Gabor, décrivent le contenu de f(x) au 
voisinage de (b, wo/a) dans le plan temps-fréquence. L’ensemble de ces coeffi- 
cients forme la transformée en ondelettes de f(x). De même que la transformée 
de Fourier à court terme, celle-ci est inversible sur son image dans certaines 
hypothèses. On peut, en particulier, reprendre une preuve similaire à celle de 
la section précédente et montrer une formule de réciprocité au sens faible. Nous 
donnons ici un résultat légèrement plus fort, qui nous sera utile pour la suite. 
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Figure II.3 : Localisation de deux ondelettes y(x) et #(6,2)(x) dans l’espace des 
x (partie réelle). 
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Figure II.4 : Localisation des deux ondelettes de la figure précédente dans 
l'espace de Fourier (seul le module est représenté). 
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Plus précisément, nous allons en fait donner trois formules d’inversion, utiles 
dans différents contextes. 


Théorème 2 
1) Soit p € L'(IR), telle que: 


(ue l | af = Î > liw  < 00 (111.3) 


Toute fonction f € L? (IR) peut être décomposée ainsi : 


1 dadb 
f=— Ty (b, 4) Y(6,a) 
Ch JIR XR a 


(II1.4) 


où l'égalité est à prendre au sens de la convergence dans L? (IR). 
2) Si » € L! (IR) est telle que seules ses fréquences positives satisfont la condi- 
tion d'admissibilité : 
or. 12 du 
ocos f [bw E <o (IIL.5) 
0 


la formule (III.4) reste valable pour toute fonction f € H*(IR). 
3) Soit y € L'(IR), telle que : 


Ot. |2? du 
r. = —— 
o<4= | bofis (IIL6) 
Toute fonction f € L? (IR) peut être décomposée comme suit : 
1 dadb 
f= > T;(b,a)Ÿ(b,a) 5 (III.7) 


Cy JIR*xIR 
où légalité est à prendre au sens de la convergence dans L? (JR). 


Avant de donner la démonstration de ce résultat, il est intéressant de 
fixer les différences entre ces trois approches. Le point essentiel est que des 
paramètres de dilatation positifs ne permettent en général pas de décrire de la 
même manière les demi-axes positif et négatif de l’espace de Fourier. Les trois 
résultats précédents s’appliquent à des cas dans lesquels les difficultés disparais- 
sent de différentes manières. Dans le premier cas, l’ondelette y(x) possède des 
propriétés de symétrie (dans l’espace des fréquences) suffisantes pour traiter 
simultanément les fréquences positives et négatives. Dans le second cas, on 
simplifie le problème en restreignant l'analyse à l’espace de Hardy H? (IR) des 
fonctions de L?(IR) ne possédant pas de fréquence négative. Enfin, le problème 
est évité dans le troisième cas par l'introduction de dilatations négatives ou, 
ce qui est équivalent, de dilatations positives composées d’une réflexion par 
rapport à l’origine des fréquences. 
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Preuve : Passons maintenant à la preuve du théorème. Notons tout d’abord 
qu’il est facile de vérifier les égalités (III.4) et (III.7) par un calcul formel, si 
l’on ne se soucie pas de la convergence des expressions employées. Le travail 
consiste donc à donner un sens à ce calcul formel. 

Si on note f(z) = f(—x)", il vient : 


(b,a) = [f * dal (b) (IIL8) 


où 


palz) = =» (=) (IIL.9) 


et Pinégalité de Young assure que Ty € L?(IR, db). Considérons : 


dal) = | Ty(bsa)¥e0)(e)ab (III.10) 


alors da(z) = [TC a) * pa] (x) et l'inégalité de Young entraîne que da € L?(JR) 


pour tout a > 0. da existe donc presque partout et 


€) = |b(ae) E F(§) p-p. (H111) 


Soit € un nombre réel positif non nul et soit : 


l/e a 
n= fa dale) $ (111.12) 


L’inégalité intégrale de Minkowsy implique que {|s.|[? < je \|da||? $, de sorte 
que 8; existe presque partout et : 


5 2d 
Plat) = PP. (IIL.13) 


1/e 
© = fe) | 


Plaçons-nous maintenant dans le cadre décrit dans la première partie du théo- 
ee 1/ ll 
Eja 2 da Fe 
INC fi fic 
€ S ele 


où a = sgn(£). On a donc |&(E)| < cy HO] p.p. et le théorème de convergence 


2 
uc) ae (III.14) 
u 


dominée de Lebesgue permet d’en déduire : 


tele asl? =0 (111.15) 


e~0 


ce qui prouve (1). 
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(2) s'obtient comme cas particulier de (1) pour des fonctions f(x) telles que 


Î(E) = 0 VE < 0. 


Enfin, (3) s’obtient de façon similaire en montrant que : 
, Ç 


1 
lim ||f — pride +s- =0 (IIL.16) 


e—0 


La convergence dans L?(IR) entraînant la convergence faible, on déduit 
immédiatement de ces résultats le corollaire suivant : 


Corollaire 1 
i) Si cy < œ et f € L?(IR), alors Ty € L?(IR4 x IR, 42%), et 


a 


Í |T;(b,a)|? Be pe Cy f lf (x)? dz (111.17) 
IR$ x IR a IR 


ii) Sicl, < œ et f € L?(IR), alors T; € L?(IR* x IR, 2%), et 


, ja] $ 
2 da ! 2 
f (ba) Lib = cl, f if (a)? dz (111.18) 
IR* xR a IR 


Ces deux formules de Plancherel montrent que la transformée en ondelettes 
est une isométrie partielle de L?(IR) dans L? (IR. x IR) (resp. L?(IR" x IR)), et 
permettent donc l’interprétation de alte (b,a)|? (resp. 3-|T;(b, a)? ) comme 

wv 


une densité d’énergie dans le demi-plan (resp. plan) temps-échelle. 


Remarque 1 : “Admissibilité” des ondelettes. Nous avons vu dans la section 
précédente qu’étant donnée une fonction fenétre g(x) intégrable, la condition 
nécessaire à l’utilisation de g(x) dans le cadre de l’analyse de Gabor de L? (IR) 
est que g(x) soit de carré intégrable. Dans le cas de l’analyse par ondelettes, 
la condition nécessaire pour que p(x) € L}(IR) puisse être utilisée comme 
ondelette analysante est qu’elle vérifie une condition d’admissibilité, comme par 
exemple cy = No 1b(u)|? < oo (ou une condition similaire). Cette condition 
implique en particulier que (0) = f #{(x)dx = 0. Une ondelette admissible est 
donc typiquement une fonction d’intégrale nulle, donc oscillante. Les exemples 
ne manquent pas. Le plus simple est sans doute la fonction de Haar, qui vaut -1 
entre -1 et 0, 1 entre 0 et 1, et 0 ailleurs. Dans le contexte de l’analyse d’images 
et de la vision par ordinateur, les ondelettes les plus employées sont la dérivée 
seconde de fonction gaussienne et la différence de deux gaussiennes de méme 
centre et intégrale, a des échelles différentes. Un autre exemple célebre est, aussi 
paradoxal que cela puisse paraître car non admissible, l’ondelette de Morlet, 
ou gaussienne déplacée en fréquence : (x) = exp(—r?/2)exp{iwr). Dans ce 
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cas, Ÿ(0) > 0, mais pour w assez grand (w > 5 en pratique), ÿ(0) est assez 
petit pour pouvoir être considéré comme “numériquement admissible”?. L’un 
des avantages pratiques de l’ondelette de Morlet est qu’elle est bien adaptée 
à analyse de H? (IR) (nous en verrons des applications au chapitre V) et 
optimalement localisée dans le plan temps-fréquence (elle minimise l’inégalité 
de Heisenberg). 


Remarque 2 : Découplage des ondelettes d’analyse et de reconstruction. Comme 
dans le cas de la transformée de Gabor, on peut utiliser une ondelette différente 
pour reconstruire f à partir de sa transformée en ondelettes. Soit y € L'(JR), 
telle que de plus 


Pr ne Me ri 
pr = | y(u) Ay = | v(—u)*4(—u)— (IIL.19) 


et 
0 < [ey y| < oo (III.20) 


On se place par exemple dans le cadre décrit par la première partie du théorème 
2. Le théorème 2 se généralise alors et on peut écrire pour toute f € L?(IR) : 


1 dadb 
f Fos T T;(b, a)¥(b,a) 
Ch, JIR XR a 


(III.21) 


Une telle formule d’inversion est particulièrement utile en pratique. En effet, 
il arrive souvent que l’on ait besoin d’ondelettes d’analyse et de reconstruction 
ayant des propriétés différentes*. Nous verrons aussi à la fin de ce chapitre un 
exemple dans lequel l’ondelette d’analyse n’est pas admissible, mais où la con- 
dition mixte (III.19-III.20) permet de faire porter l’admissibilité sur l’ondelette 
de synthése. 


Remarque 3 : Décomposition de Littlewood-Paley. Si on prend formellement 
y = 6 (la masse de Dirac à l’origine) dans (III.19) et (IIL.21), en définissant : 


SOLE d cae d 
ky = J Buy = | CT, (111.22) 


et en supposant que : 
0 < |ky| < co (IIL.23) 


211 est possible de donner un sens plus précis au terme “numériquement admissible”. 
Tous les calculs numériques étant en pratique effectués avec une précision finie (simple ou 
double précision), g(x) sera numériquement admissible dès que g(0) n’excède pas la limite de 
précision fixée. Bien entendu, pour tous les problèmes pour lesquels la précision est cruciale, 
il conviendra d’être plus soigneux. 

3Il est souvent utile d'utiliser des ondelettes d'analyse possédant des moments nuls, alors 
que la synthèse réclame plutôt des ondelettes moins oscillantes. 
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on obtient la formule de reconstruction dite de Morlet : 


OO 
d 
DS f To (111.24) 
ky 0 a 

Bien entendu, la formule de Morlet doit être montrée différemment. On part 
d’une fonction y(x) telle que f y(x)dz = 1, et on lui associe l’identité approchée 
Pa(z) = p(x/a)/a. Si on note G(x) = y(—z)*, et si à f(x) € L?(IR) on associe 
T;(b, a) = —aða f * Palb), (III.24) est une conséquence de limao f * Ga: 

La formule de Morlet s’avère particulièrement efficace du point de vue nu- 
mérique, car elle met en jeu une intégrale simple au lieu d’une intégrale double, 


ce qui réduit d’autant le volume des calculs. 


TII.2 Quelques exemples simples 


1) Reprenons tout d’abord l’exemple discuté dans le paragraphe précédent, 
pour illustrer l’aspect “analyse de Fourier locale” des ondelettes. Soit donc 


f(z) = A(z)e™ 


la fonction considérée précédemment, et soit #(r) une ondelette à support 


compact dans un intervalle J, telle que (E) est maximale pour une certaine 
valeur € = wọ. En utilisant les mêmes outils que précédemment, il vient 


T;(b,a) = A(b)e**’h(ad)* + R(b, a) (III.25) 


ou 
|R(b,a)| < K su 


p |A‘(z)| (111.26) 
zEal+b 


La transformée en ondelettes est donc localisée autour de a = wo / À et permet 
une mesure directe de À et A(x), à condition bien sûr que le reste R(b, a) soit 
négligeable, ce qui est le cas quand les variations de l’amplitude sont lentes par 
rapport aux oscillations provenant de l’exponentielle complexe. 

Le cas des signaux du même type, mais cette fois à valeurs réelles (i.e. 
A(x) cos(Ax)), se traite de façon similaire, à condition d’utiliser une ondelette 
y € H? (IR), qui supprime les fréquences négatives. On est alors ramenés au 
problème précédent. 


2) Passons donc à l'illustration de l’aspect “analyse ponctuelle” de la trans- 
formée en ondelettes. Supposons, par exemple, que nous ayons à analyser une 
fonction f(x) qui possède un comportement singulier en z9, par exemple une 
singularité hôlderienne : il existe deux constantes 0 < a < 1 et K > 0 telles 
que : 

|f(z) — f(xo)| < K|z — zo|% Vz € IR (IIL.27) 
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Dans ces conditions, en utilisant une ondelette #, donc d’intégrale nulle, telle 
que : 


K= Î eheda is 


ona: 


IT; (b, a)| = |J [f(x) — f(20)] Vas (£)*dz| 
< J [lz — b° + [b — zol*] [V,a (2)| dz , 


de sorte que : 
|T;(b,a)| < Kfb— zo|° [plh + KK'a° (IIT.28) 


La transformée en ondelettes permet donc dans ce cas l'estimation de l’exposant 
a. Nous reviendrons plus en détail sur l’analyse par ondelettes des propriétés 
de régularité locale dans le chapitre IV. 


IV ONDELETTES MULTIDIMENSIONNELLES 


Nous avons pu voir à la fin de la section II que l’analyse de Fourier à court 
terme se généralise sans problème à plusieurs dimensions. Nous allons main- 
tenant voir que la généralisation multidimensionnelle de l’analyse par ondelettes 
est légèrement plus complexe, essentiellement pour la même raison que celle qui 
avait conduit à trois théorèmes de représentation à une dimension différents. 
Nous allons ici obtenir deux versions différentes de l’analyse par ondelettes, 
généralisant les parties (1) et (3) du théorème 2. Nous nous plaçons dans le 
cadre où les mêmes ondelettes sont utilisées pour la décomposition et la recons- 
truction. Il est bien évident que l’on peut, comme précédemment, découpler 
les ondelettes d’analyse et de reconstruction. 


IV.1 Ondelettes radiales 


Nous considérons ici des ondelettes engendrées de la manière habituelle, 
c’est-à-dire par des translations et des dilatations de l’ondelette mère #(x). 
Notons donc : 

1 z—b 
xr) = —4| — IV.1 
vaal) = pr) (v.1) 
pour tous b € JR", a € IR} (noter ici la normalisation différente de (ITI.I). A 
toute f € L*(IR") on associe ses coefficients en ondelettes : 


T;(b, a) = (f, ¥(6,a)) 22UR") (IV.2) 


Ces coefficients d’ondelettes permettent une analyse du méme type que celles 
précédemment décrites, sous réserve que Ÿ satisfasse certaines conditions d’in- 
variance par rotation dans IR”, ce qu’exprime le résultat suivant : 
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Théorème 3 Soit y € L'(IR"), telle que: 


= [Hurt (1.3) 


soit finie et indépendante du vecteur unitaire e € IR". Toute fonction f € 
L?(IR") peut être décomposée comme suit : 


1 dadb 
be Ts (6,4) boa) = (IV.4) 
p IRS, xR” 


où légalité est à prendre au sens de la convergence dans L?(IR"). De plus, 
T; € L'(IRY x IR", 2%), 


Preuve : La preuve est en tous points identique à celle du théorème 2 de la 
section précédente, jusqu’à l’équation (III.14). Ensuite, on a: 


l/e | d lzll/e z di 
f baa s f a en (IV.5) 
: a Seta a 


où on a posé e; = 2/||z||. Enfin, (11.16) est toujours valide, de sorte que le 
théorème de convergence dominée permet de conclure. 

Examinons maintenant les conséquences de l’hypothèse faite sur l’ondelette 
y. Le fait que cy soit finie est une hypothèse déjà rencontrée dans la sec- 
tion précédente. En revanche, le fait que (IV.3) soit indépendant du vecteur 
unitaire e € IR” a pour conséquence (si Ÿ est suffisamment régulière) que 
\2)(€)| est invariante par les translations de la sphère de rayon € dans l’espace 
de Fourier. Par conséquent, MO) ne peut être localisée mieux que dans une 
couronne centrée sur l’origine des fréquences et les coefficients Tẹ (b,a) ne peu- 
vent donner aucune information sur des localisations dans l’espace spectral. 
Par exemple, si la fonction analysée est de la forme f(x) = A(x) exp(iko - x), 
où A(z) est une enveloppe lentement variable, les coefficients Tẹ (b,a) peuvent 
permettre lévaluation de ||ko||, mais pas celle de ko lui-même. Pour pallier 
ce défaut de l’analyse par ondelettes usuelle, on introduit des degrés de li- 
berté supplémentaires, correspondant à des rotations dans JR". En revanche, 
l'avantage des ondelettes radiales est que la transformée en ondelettes est ici 
une fonction de n+ 1 variables, au lieu de 2n dans le cas de l’analyse de Fourier 
à court terme. 


IV.2 Ondelettes engendrées par les translations, rotations et 
dilatations de M” 


Commençons pour simplifier par le cas bidimensionnel. Nous cherchons à 
construire des familles d’ondelettes que l’on puisse bien localiser dans l’espace 
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de Fourier. L’idée est donc de partir d’une telle fonction et de faire agir dessus 
des rotations, en plus des translations et dilatation usuelles, afin de faire varier 
sa localisation dans l’espace de Fourier. Considérons donc, pour 8 € (0, 27], la 


matrice de rotation : 
cosô —siné 
cee e& cos 0 ) (IV.6) 


et notons 


1 —ı 2-b 
(0,a,) (2) = we (+3 eet ) (IV.7) 
On construit ainsi la transformée en ondelettes de f € L?(IR?) : 
Ty(b,a,9) = (f, 16,20) (IV.8) 


qui est maintenant une fonction de quatre variables réelles. [I est facile de vé- 
rifier (en adaptant les démonstrations précédentes et en utilisant le fait que la 
mesure dô est invariante par rotation sur le cercle) que, pour peu que l’ondelette 
y(x) € L! (IR?) vérifie la condition d'admissibilité 


= NANTES V 
o<ey= f WORE (IV.9) 


on a alors la décomposition suivante : Vf (x) € L?(IR?), 


oO pr d 
a= |. | À T;(b,a, 8)¥(0,a,0) (2)db db (IV.10) 


La démonstration est laissée au lecteur. 

Passons maintenant au cas de dimension quelconque. Nous nous donnons 
maintenant la possibilité de faire agir sur l’ondelette mère y(x), en plus des 
dilatations et translations habituelles, des matrices de rotation en dimension n. 
Si r est une telle matrice —nous rappelons ici qu’une matrice de rotation est 
une matrice orthogonale, c'est-à-dire telle que r-’ r = 1 et de déterminant 1 ; 
les rotations de IR” forment un groupe de dimension n(n + 1)/2, noté SO(n). 
On considère donc les ondelettes : 


a 


1 y æ—b 
V(bar)(t) = ze(r L. ) (IV.11) 
On construit ainsi la transformée en ondelettes de f € L?(IR") : 


Ty (b, a, r) = (f, Yb,ar)) (IV.12) 


qui est donc maintenant une fonction de n(n+1)/2+1 paramètres réels, au lieu 
de n +1 dans le cas précédent. Nous allons voir que Vintroduction des matrices 
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de rotation permet de se passer de l’hypothèse d’invariance par rotation de 

l’ondelette WE ), le prix à payer étant un accroissement notable de la dimension 

de l’espace des paramètres. Pour plus de détail sur les rotations et les angles 

d’Euler en dimension n, nous renvoyons au complément A à la fin de ce chapitre. 
Considérons donc les coefficients : 


T;(b, a, r) = (f, Vibar) ) . 


Nous avons maintenant tous les éléments nécessaires pour montrer le théorème 
suivant : 


Théorème 4 : Soit y € L'(IR") telle que 


Cy = Ana f ti [y OPT I < (IV.27) 
Alors, toute f € L?(IR") peut être décomposée comme : 
1 dadb 
jat f T(b, art ar) dun (r) (IV.28) 
Cy J IRs, x IR? x SO(n) 


où l'égalité est à prendre au sens de la convergence dans L?(IR"). De plus, 
Ty E€ (RE x I" x SO(n), 28 dyu,(r)). 


Preuve : La preuve suit les grandes lignes des démonstrations précédentes. 
Introduisons la fonction da, r définie par : 


re J, T;(b, a, hisa (IV.29) 
IR” 
puis : 


l/e d 
2 J f dap{a) Edut) (IV.30) 
€ SO(n) a 


En répétant les mêmes arguments que précédemment, on vérifie aisément que 
KOO J o PO OPT dmt) pr (v.31) 
IR} xSO(n 


et le lemme 3 du complément A permet de conclure. 

Notons que, dans ce cas, la transformée en ondelettes est une fonction de 
n(n + 1)/2 +1 paramètres, ce qui représente un important volume de données 
pour les grandes valeurs de n. 
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IV.3 Retour sur l’espace “temps-fréquence” 


On vérifie de façon immédiate que dans le cas d’une ondelette y(x) inva- 
riante par rotation, (IV.10) redonne essentiellement (IV.4). En revanche, une 
hypothèse légèrement plus faible permet de retrouver un espace “temps-fré- 
quence” (ou “position-impulsion”) naturel, de dimension 2n. Supposons que 
y(x) soit invariante par rotation dans un hyperplan JR"~! de dimension n — 1 
de IR". Notons en € JR” un vecteur unitaire perpendiculaire à l’hyperplan 
d’invariance. Comme nous le montre le complément A, toute matrice de rota- 
tion r € SO(n) peut être factorisée en un produit 


r=179°s 


où s € SO(n — 1) est une matrice de rotation dans l’hyperplan d’invariance, 
laissant donc ey invariant. Les ondelettes 


a 


Paar) =a "ps trot. Se IV.32) 
(b,a;ro) 0 


sont donc indépendantes de s et paramétrées par les éléments de SO(n) modulo 
SO(n — 1), autrement dit la sphère S"~'. 


Exemple : Considérons l’exemple de l’ondelette de Morlet en dimension 3, 
définie par sa transformée de Fourier 


He see ef 


où k € IR? est la “fréquence centrale” de l’ondelette et le terme er, néces- 
saire pour l’admissibilité de y(x), est numériquement négligeable dès que |k] 
est assez grand. Il est évident que y(x) est invariante par toutes les rotations 
dans le plan perpendiculaire à k. En effet, si l’on choisit une base orthonormée 


{e1,e2,e3} de IR? telle que k soit proportionnel à es, il vient : 
D(E)=e 8e Es)" Le 


et toute rotation dans le plan (e:,e2) laisse invariant £? + €?. Dans ce cas, on 
pourra paramétrer les ondelettes de Morlet tridimensionnelles par trois varia- 
bles de position, une variable d’échelle et deux angles de rotation seulement. 


Dans le cas général, si l’on paramètre la sphère de dimension n — 1 par ses 
angles d’Euler, on obtient donc une représentation temps-fréquence, fonction 
de : 

e n variables de position b, en coordonnées cartésiennes ; 
e une variable d’échelle a ; 


èe n — 1 angles, paramétrant une direction dans l’espace des fréquences. 
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Ce qui fait un espace de dimension 2n. Une autre interprétation des n 
dernières variables est qu’elles ne sont autres que les coordonnées sphériques 
(en dimension n) d’une fréquence, a, ou plutôt a”! pour des raisons d’homo- 
généité, étant la variable radiale, et les angles d’Euler les variables angulaires. 

Le théorème de représentation correspondant s’obtient facilement, en utili- 
sant la factorisation de la mesure de Haar sur SO(n) en mesure de Haar sur 
SO(n — 1) fois la mesure invariante sur la sphère, qui permet tout simplement 
de remplacer l'intégration sur SO(n) par une intégration sur les angles d’Euler 
paramétrant S"—!, tout en divisant la constante d’admissibilité par Vol(SO(n— 


1). 


V NOYAUX REPRODUISANTS 


Nous avons déjà eu l’occasion de remarquer que l’ensemble des coefficients 
d’une fonction, obtenus dans le cadre d’une analyse de type temps-fréquence, 
fournit une information fortement redondante sur la fonction analysée. Cette 
redondance peut en fait être facilement caractérisée par lintroduction du con- 
cept d’espace de Hilbert à noyaux reproduisants. 

Un espace de Hilbert à noyaux reproduisants est un espace de Hilbert de 
fonctions satisfaisant à une relation du type : 


f=K.f (V.1) 


où K est un opérateur à noyau, défini par 


[k-A@)= [Kesey (v.2) 


Il existe en fait un grand nombre d’espaces familiers qui sont des espaces 
à noyaux reproduisants. L’un des plus célèbres est sans doute l’espace des 
fonctions analytiques d’une variable complexe dans le demi-plan de Poincaré 
H = {z Eef, Im(z) > 0}. Un noyau reproduisant de cet espace est le noyau de 
Cauchy et on a: 


1 f(t) 
z)=— | ——dt V.3 
fe) 271 Jmt—2 (3) 
Un autre exemple très classique d’espace à noyaux reproduisants, exemple que 
nous allons être amenés à rencontrer souvent par la suite, est l’espace de Paley- 
Wiener : 


PW. = {f € LR), Supp(f) C [-w,u]} (V.4) 


aussi appelé espace des fonctions à bande limitée ou fonctions à fréquence de 
coupure. La théorie de l’échantillonnage usuelle montre que si f € PW,, f 
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est entièrement déterminée par un ensemble discret de valeurs (échantillons) 
fk = f(kr/w), k € Z ; autrement dit : 


= Ze sin(w(x — kr/w)) (V.5) 


w(x — kr/w) 


ce qui est aussi une équation de reproduction. 

Nous allons voir que, pour chaque théorème de représentation décrit depuis 
le début de ce chapitre, la transformée en ondelettes et la transformée de Fourier 
à court terme font naturellement apparaître des noyaux reproduisants. Plaçons- 
nous, pour simplifier, dans le cadre de l'analyse par ondelettes unidimension- 
nelle décrite par le théorème 1 de la section III. Le théorème 1 peut être récrit 
sous la forme d’une égalité entre opérateurs : 


(») dadb 
fxs =1 V. 
= fwa, a) D Yea) F (V.6) 
où D est la forme linéaire définie par : 
Vy f= (Vea) (V.7) 
de sorte que l’intégrand de (V.4) est un opérateur de rang 1 : 
[bte SV] °F = Ty(b,4)0,0) (V.8) 


On peut alors, suivant une procédure usuelle en physique, insérer l’identité 
(V.4) dans la définition de T;(b, a), ce qui conduit à légalité : 


dadb 
Ty (bo, ao) = f K y (bo, ao; b, a)Ty (b,a) (V.9) 
le noyau Ky étant donné par : 
2 1 
Ky(b0, 40; b, a) = zy oao) Pba) (V.10) 


Ky est donc entièrement déterminé par l’ondelette 4 et possède de plus la 
propriété de covariance par translation-dilatation suivante : 


==, 


Ky(bo,ao;b,a) = Lr :0,1) (V.11) 


Finalement, un raisonnement du méme type conduit a: 


dadb 


J Fotos ant a)K,(b, a; b1,a1)— = Ky (bo, ao; 61, 41) (V.12) 


Notons Py l’opérateur à noyau défini par Ky. Clairement, Py est auto-adjoint. 
Nous avons donc montré : 
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Proposition 1 Soit Ty la transformée en ondelettes de la fonction f € L*(IR) 
par rapport à l’ondelette y € L'(IR). Alors 

T; €Hy (V.13) 
dadb 


a 


où Hy est le sous-espace de L?(IR}, x IR, 
Ky. 


) défini par le noyau reproduisant 


dadb 


Hy = {F € DUR, x IR, ——), Py: F = F} (V.14) 


De plus, Py est un projecteur orthogonal. 


Cette propriété de noyau reproduisant s’avère très intéressante en pratique, 
car elle conduit à des formules d’interpolation permettant la restitution (ap- 
prochée) de la transformée continue à partir de versions échantillonnées. On 
peut pour cela utiliser des résultats déjà existants concernant la théorie de 
l’échantillonnage dans les espaces de Hilbert à noyaux reproduisants. Nous 
reviendrons sur ces questions au chapitre VI quand nous décrirons les notions 
de repères d’ondelettes (et de gaborettes). 


Remarque 1 : Nous avons déjà vu que la formule de reconstruction d’une 
fonction f € L?(I) à partir de sa transformée en ondelettes est loin d’être 
unique, dans la mesure où une ondelette différente peut être utilisée pour 
la reconstruction. De même, le noyau reproduisant est loin d’être lui-même 
unique. En effet, si y est l’ondelette de reconstruction, ce qui suppose que 
0<cyy= SUEDE < œ, le noyau Ky, défini par : 


>: 1 

Ky,y(bo, 05,4) = ((b0,00)» Viba) (V.15) 
1 

est lui aussi un noyau reproduisant pour la transformée en ondelettes. Il possède 

toujours les mêmes propriétés de covariance, mais définit cette fois un pro- 

jecteur oblique sur Hy. 


Remarque 2: La projection sur l’espace Hy au moyen du noyau reproduisant 
peut aussi être vue d’une autre manière. En effet, il est facile de voir que Py 
n'est que la composition de deux opérateurs : d’une part, l'opérateur T* qui 
est l'inversion de la transformée en ondelcttes : si F € L?(IR3 x IR, dadb) 


dadb 
a 


TF(a)= | Piao) (v.16) 
IR} x IR 

et, d’autre part, la transformation en ondelettes T : L?(IR) + Hy. Cette 

remarque prendra tout son intérét lorsque nous aurons vu comment construi- 

re des algorithmes rapides de transformation en ondelettes et transformation 

inverse, car on aura aussi un algorithme rapide de projection sur Hy. 
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VI QUELQUES REMARQUES ET COMPLÉMENTS 


VI.1 Analyses multirésolutions infinitésimales 


Nous avons vu précédemment que l’analyse par ondelettes présente l’avan- 
tage suivant : les fonctions d’analyse, c’est-à-dire les ondelettes, s’adaptent 
à la taille des événements qu’elles analysent. Néanmoins, cet avantage peut 
devenir un inconvénient sur le plan pratique si les événements analysés sont 
de grande taille, les calculs numériques pouvant alors devenir très lourds. Il 
peut alors être souhaitable de regrouper les contributions des grandes échelles 
dans une famille unique de coefficients ; autrement dit, remplacer une famille 
de filtres passe-bande par un unique filtre passe-bas. Ceci peut être fait en 
associant à une ondelette y% une autre fonction, appelée fonction d’échelle, dont 
la transformée de Fourier vérifie : 


IOP = f að 


2 da (VL.1) 


a 


A cette fonction d’échelle, on associe la famille de ses dilatées et translatées : 


1 fz—b 
éa(2)= 40(2=*) (VL2) 
que l’on va utiliser pour analyser L?(IR). On notera, pour toute f € L?(IR), 


M; (b, a) = (f, Piba) (VI.3) 


les coefficients représentant approximation de f à l’échelle a. 

Sous certaines hypothèses (assez peu restrictives), on montre que l’autocor- 
rélation p(x) de (x) est intégrable ; il suffit par exemple de supposer que Y € 
H! (IR), l’espace de Hardy réel, c’est-à-dire de supposer que Ÿ et sa transformée 
de Hilbert sont intégrables. Il est alors simple d'adapter la preuve des théorèmes 
de la section III pour montrer les corollaires ci-dessous. Nous donnons un seul 
énoncé ; les deux autres s’en déduisent trivialement. 


Corollaire 2 Soit y € H\(IR), telle que : 


0< cy = p op” = l Wup < 00 (VL4) 


et soit @ une fonction d'échelle associée. Pour tout réel positif ay, toute fonction 
f € L'(IR) peut être décomposée comme suit : 


1 dadb 
f= iiy My(bsao)beadb+ | Ty; (b, a)Ÿ(6,a) Z | 
IR 


Cy {0,ao] xR a 


(VL5) 
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où l'égalité est à prendre au sens de la convergence dans L?(IR). 

On dit que l’on effectue une analyse multirésolution infinitésimale. Nous 
verrons dans le chapitre VIII, consacré aux algorithmes rapides de calcul, une 
application de ces formules. 


Exemple : Considérons pour illustration l’une des plus simples des fonctions 
d'échelle possibles : 


P(E) = e FP 


Un calcul simple montre alors que la fonction donnée par 
DE) = V2Ee 8? 
vérifie (VI.5). 


De même, on peut construire des fonctions d’échelle associées à des on- 
delettes en plusieurs dimensions. A une ondelette invariante par rotation cor- 
respondra une fonction d’échelle invariante par rotation et inversement. On 
peut aussi procéder de méme dans le cas de la formule de Morlet ; ceci nous 
ramène alors directement aux décompositions de Littlewood-Paley que nous 
avons brièvement décrites. 


VI.2 Quelques exemples singuliers 


Jusqu’à présent, nous avons décrit les grandes lignes de l’analyse par on- 
delettes en insistant sur les propriétés caractéristiques des ondelettes, à savoir 
qu’une ondelette typique est une fonction oscillante et bien localisée des deux 
côtés de la transformée de Fourier. Néanmoins, nous allons voir ici que dans 
certains cas il peut être intéressant de relaxer ces hypothèses, ce qui conduit à 
des exemples surprenants. 

Le cas le plus simple est relié à la possibilité de “découplage des ondelette 
d’analyse et de synthèse”. Nous avons vu aux équations III.22-III.24 qu’en 
prenant formellement pour ondelette de reconstruction une masse de Dirac 
centrée à l’origine, on obtient une formule de reconstruction simplifiée —la 
formule de Morlet— qui fait intervenir une intégrale simple uniquement 


= [Tea (v.1) 


Dans ce cas, un choix “singulier” d’ondelette de reconstruction permet de sim- 
plifier les expressions. 


Un autre exemple simple est fourni en dimension 2 par la transformée de 
Radon. M. Holschneider [13] a montré que si Pon prend comme ondelette 
d’analyse une distribution de masse équirépartie sur une droite, la transformée 
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en ondelettes (avec rotations suivant le schéma de Murenzi) n’est autre que la 
transformée de Radon. 

En effet, soit e € IR? un vecteur unitaire, et prenons pour ondelette d’ana- 
lyse non plus une fonction mais la distribution 


p(z) = 6(x-e) (v.2) 


On obtient immédiatement une expression simplifiée pour la transformée en 
ondelettes : 


T;(b,a,0) = a7! I f(æ)é((ra-e):(x—b)) (V3) 


ce qui est exactement la forme d’une transformée de Radon. Notons toutefois 
qu’il s’agit d’une version très redondante de la transformée de Radon. En effet, 
T;(b, a, 8) est constante le long des perpendiculaires à rg-e ; de plus, elle dépend 
de façon triviale de la variable d’échelle a : 


T;(b,a,0) = a~'R((b- (ro -e))ro-e,0) =a R(a, 9) 


ot a =b. (rg-e). 

On obtient alors des formules d’inversion de la transformée de Radon [13]. 
Il faut pour cela utiliser la formule donnant la transformée en ondelettes in- 
verse avec une ondelette de reconstruction x(x) qui assure que la condition 
d'admissibilité mixte soit satisfaite. Plus précisément, rappelons la condition 
d'admissibilité mixte que l’on peut écrire en deux dimensions (quitte à renor- 
maliser x par une constante) : 


GEO a (VA) 


L’ondelette nécessaire pour inverser la transformée de Radon (x) doit alors 


vérifier : dd 
+ (Ae) V.5 
RCE (V.5) 


où e est le vecteur unitaire que nous avons utilisé pour construire y(x). Comme 
nous l’avons signalé plus haut, l’ondelette d’analyse (x) n’est pas admissible, 
et l’ondelette de synthèse (x) doit “porter l’admissibilité”. 

La formule d’inversion de la transformation de Radon est alors donnée par : 


(2) = lim meee Ra, or (ri 


où T(z) est une fonction qui ne varie que dans la direction du vecteur e, donnée 
par : 


2) Gabaa (V.6) 


T(b) =T(b-e) = ie 4(z)6(a-e—b-e) (V.7) 
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ou, encore, dans l’espace de Fourier : 
P(A) = 4(Xe), AER (V.8) 


M. Holschneider montre de plus que la fonction y(x) peut être choisie de sorte 
que la formule d’inversion soit valable point par point (voir au chapitre IV pour 
une description plus précise de ces notions). 

Ces formules généralisent la transformation de Radon inverse classique (ap- 
pelée back-projection) qui opère à échelle fixe. Elles sont en fait très utilisées 
en pratique, et ce bien avant leur interprétation en termes d’ondelettes. 


VII COMMENTAIRES ET RÉFÉRENCES 


La notion d’analyse temps-fréquence est trop générale et ancienne pour pou- 
voir lui déterminer un inventeur. L’un des pères de l’analyse temps-fréquence 
est le traiteur de signal J. Ville qui introduisit la représentation de Wigner- 
Ville pour, dit-il, pallier le manque de signification physique de la transformée 
de Fourier usuelle. Auparavant, le physicien E.P. Wigner avait introduit cette 
même représentation dans le contexte de la mécanique quantique dans l’espace 
des phases. Cette représentation et ses dérivées sont maintenant d’un usage 
courant en analyse de signaux. Précisons toutefois qu’il s’agit là de représen- 
tations bilinéaires, au contraire des représentations linéaires développées dans 
ce chapitre. 

Parmi les représentations linéaires, la plus simple est la transformation de 
Fourier à fenêtre glissante. Bien qu’elle semble avoir été utilisée auparavant 
par de nombreux auteurs, sa formalisation semble être due à D. Gabor [8] en 
1946. L’analyse continue par ondelettes unidimensionnelle a été proposée au 
début des années 80 par A. Grossmann et J. Morlet (voir [10]) dans un con- 
texte d'analyse du signal. En fait, elle était déjà utilisée par les mathématiciens 
depuis les années 60, sous le nom d’identité de Calderôn [2], pour l’étude de 
certains espaces fonctionnels et opérateurs définis par des intégrales singulières. 
La version multidimensionnelle invariante par rotation était également connue 
des mathématiciens, et l’introduction des rotations a été proposée par A. Gross- 
mann et R. Murenzi [19]. Une description plus géométrique, sur laquelle nous 
reviendrons par la suite, est développée dans [12] et [13]. 

Une autre approche de la théorie des ondelettes, que nous décrirons plus 
tard, consiste à construire des bases orthonormées d’ondelettes. Cet aspect, 
maintenant très utilisé dans de nombreux contextes, s’est développé à partir 
des travaux de S. Mallat, Y. Meyer et I. Daubechies. Nous y reviendrons 
ultérieurement. 

Il existe maintenant de nombreuses références de base sur l’analyse par 
ondelettes et ses applications dans divers domaines. Citons par exemple [16] 
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qui constitue un exposé introductif et un guide dans la bibliographie exis- 

tante. Une exposition plus détaillée de la théorie peut être trouvée dans [3] 

et [6], chacun insistant plus particulièrement sur une approche précise : la 

théorie de l’approximation pour [3] et le traitement du signal et les aspects 

algorithmiques pour [6]. Une description de certaines applications ainsi que 

des développements plus récents peut être trouvée dans les comptes rendus de 

conférences [5], [17], [18] ainsi que dans les compilations d'articles [1], [4], [14] 

et [20]. 
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VIII COMPLÉMENT A : ROTATION DANS R“ 


Nous décrivons dans ce complément la paramétrisation par les angles d’Eu- 
ler du groupe SO(n) des rotations en dimension n. Ces coordonnées sont utiles 
dès que l’on s’intéresse aux ondelettes en dimension supérieure à deux. 


VIII.1 Les angles d’Euler 


Un système de coordonnées (2),... Zn) sur IR” étant choisi une fois pour 
toutes, on définit r;;(8) comme la rotation d’angle 6 dans le plan (x;,x;), orienté 
de sorte que x; = ri5(5) - zi. Si on note de plus rk = rx_1#, On peut montrer 
le résultat suivant, dont la preuve peut être trouvée par exemple dans [21] : 


Lemme 1 Toute matrice de rotation peut être écrite sous la forme d’un produit 
de n — 1 rotations élémentaires, comme : 


CCE pl) (A.13) 


où l’on a posé : 
r = ry (OK) - r2(0Ë) +... re (6Ë) (A.14) 


et ou les oF sont les angles d’Euler de r, et sont tels que : 
0< 0% <2x 
eee L<j<k (A.15) 


Une telle paramétrisation de SO(n) permet en particulier d’exhiber une 
mesure fin sur SO(n), dite mesure de Haar, définie ainsi : Si r € SO(n) est 
paramétrée par les angles d’Euler Ch au moyen de (A.7) et (A.8), on écrit : 


n—1 k 


dun(r) = [JT] [sin 8f)/" * 404] (A.16) 


k=1 j=1 


La mesure de Haar possède l’importante propriété d’invariance suivante : Pour 
tout ro € SO(n) : 


dun(ro- r) = dun(r- ro) = dun(r) (A.17) 
le symbole “” représentant ici la multiplication des matrices nxn. Par exemple, 
on vérifie aisément que pour n = 2, toute rotation est représentée par un angle 
8 et dua(r) = dé. 
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Il existe évidemment une relation entre le groupe SO(n) et la sphère unité 
de dimension n — 1 plongée dans JR", que l’on notera S"-1 


ga { (21, tn) e IR" tq. i = 1} (A.18) 


Plus précisément, cette relation est la suivante : 


Lemme 2 S” est isomorphe à l’ensemble des classes d’équivalence : 


S” & SO(n + 1)/SO(n) (A.19) 


Preuve : Soit en41; € HT! le vecteur de coordonnées (0,0,...,0,1). Claire- 
ment, 


SO(n + 1):enr1 = S” (A.20) 


De plus, e,+1 est invariant par SO(n) et on se convainc aisément qu’il n’existe 
pas de sous-groupe de SO(n + 1) plus grand qui contienne SO(n) vérifiant lui 
aussi cette propriété. On en déduit l’isomorphisme (A.19). 

Remarquons que le lemme 1 ainsi que (A.17) fournissent naturellement une 
factorisation de la mesure de Haar sur SO(n) en un produit de la mesure de 
Haar sur SO(n — 1) et d’une mesure sur la sphère S"-!, Le lemme suivant est 
une conséquence de cette remarque. 


Lemme 3 Soit f € L'(IR"). On a pour tout x € IR" : 
f E OT | Ho (A.21) 
R? xSO(n) a IR? illi 


où 
7. 2r? 


An = pin(SO(n = Lis FED (A.22) 


Preuve : Ecrivons dun(r) = djtn-1(ro)dn(s), où s = {0771,0771,..0n77 
représente les coordonnées angulaires sur S"~! : 


dn(s) = Il! [(sin 9771)" d6;] (A.23) 
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du, & étant invariante par rotation et dilatation, on se ramène sans peine au 


cas T = en. Donc: 


d d 
| dun(r) flara) = | f(ar + z) = dn(s)dpn(r) (A.24) 
IR: x SO(n) IRs, xS"-1x SO(n-1) 
d 
ZA; I ae fola, s)—dn(s) (A.25) 


où fp(a,s) est l’écriture de f en coordonnées polaires. Enfin, la mesure de 
Lebesgue sur JR” a l’expression suivante en coordonnées polaires : 


dz = |l2l|"~"dllel|dn(s.) (A.26) 


Sz représentant les coordonnées angulaires de z, ce qui achève la preuve de 
(A.21). (A.22) s'obtient par un calcul élémentaire (voir par exemple [21}). 


VIII2 Exemples 


Considérons par exemple le cas n = 2. Il est connu qu’une rotation dans le 
plan est caractérisée par un angle unique, que nous noterons 6, et donc 


$0(2) = {rey= (ong POELE) 


sing  cos@ 


(A.27) 
= Sli={ze€@,|z| = 1} 


Cette caractérisation est identique à la paramétrisation d’Euler (un seul angle 
d’Euler). 

Le cas n = 3 est un peu plus complexe, dans la mesure où SO(3) est un 
groupe non commutatif de dimension 3. La paramétrisation d’Euler nous dit 
donc que 


SO(3) = {ri2(¢)re3(9)ri2(W), D, Y € (0, 27], 4 € [0,r]} (A.28) 


(Rappelons que r;;(a) est la rotation d’angle a dans le plan Oij.) Ainsi, le 
vecteur e3 € IR? est invariant par ri2(#) et donc 


SO(3) : e3 © S = {v € M, v? +u +03 = 1} (A.28) 


fournit la paramétrisation de la sphère de dimension 2 (plongée dans JR?) en 
coordonnées sphériques. 

En dimension supérieure, on obtient une paramétrisation des sphères en 
coordonnées sphériques. 


Chapitre HI 


QUELQUES EXEMPLES ET 
ILLUSTRATIONS 


Dans un grand nombre de problèmes pratiques (en physique ou en traite- 
ment du signal en particulier), la première étape vers la compréhension et/ou 
la modélisation est la visualisation des phénomènes en présence. Les représen- 
tations temps-fréquence peuvent être utilisées comme un outil de visualisation, 
à condition de savoir les “lire”, comme un spécialiste de traitement de la parole 
est capable de lire un spectrogramme et d’identifier ainsi la phrase prononcée. 

Dans ce court chapitre, nous donnerons quelques exemples de transformée 
en ondelettes de fonctions et signaux académiques, dans le but de nous fami- 
liariser avec les outils classiques de représentation de la transformée. Dans 
tous les cas, il s'agira d’exemples extrêmement simples, uniquement destinés 
à illustrer quelques-unes des propriétés de la transformée en ondelettes. Le 
lecteur, un tant soit peu familiarisé avec les représentations temps-fréquence, 
peut aisément se dispenser de la lecture de ce chapitre. 

Dans un premier temps, nous décrirons les représentations du plan temps- 
fréquence que nous utiliserons. Puis, nous nous focaliserons sur l'illustration des 
aspects “temps-échelle” et “temps-fréquence” des ondelettes. Nous utiliserons 
essentiellement des ondelettes “progressives”, c’est-à-dire ne possédant que des 
fréquences positives, qui sont mieux adaptées à l’étude des propriétés spectrales 
des signaux étudiés. 


I LE PLAN TEMPS-FREQUENCE 


L'une des premières utilisations de la transformée en ondelettes consiste à 
représenter graphiquement la transformée en ondelettes et à essayer de com- 
prendre qualitativement sur la représentation graphique quelles sont les carac- 
téristiques du signal étudié. Maintenant encore, dans les cas d’applications 
spécifiques à des problèmes physiques, cette étape est souvent une première 
étape nécessaire avant d’envisager une utilisation plus quantitative et systéma- 
tique des ondelettes. 

Nous utiliserons ici exclusivement une représentation bidimensionnelle de 
la transformée en ondelettes (et de la transformée de Gabor). Si f(x) est le 
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signal à analyser et T;(b,a) sa transformée en ondelettes, nous coderons celle- 
ci en niveaux de gris dans l’espace de la transformée. Plus précisément, on 
considérera le demi-plan (b,a), que l’on représentera comme demi-plan hyper- 
bolique (voir la figure III.1), les échelles étant naturellement échantillonnées 
en progression géométrique. Nous renvoyons aux chapitres suivants pour une 
description plus précise. 

Placons-nous dans une perspective de calcul numérique! de la transformée 
en ondelettes d’une fonction f(x) à l’aide d’une ondelette y(x). Bien entendu 
il n’est pas question de calculer numériquement une transformée en ondelettes 
pour toutes les valeurs possibles des paramètres b et a. Il faut donc : 


e se restreindre à un ensemble fini de valeurs de b et a, situées sur un réseau 
régulier ; 


e échantillonner la transformée en ondelettes correspondante. 


Le premier problème est facile à résoudre dans le cas des signaux échantillon- 
nés de longueur finie’. Les valeurs extrêmes de la variable b sont naturellement 
fournies par les bornes du signal. De même, la longueur du signal, divisée par 
la taille du support Jy de l’ondelette fournit une borne supérieure naturelle 
amaz pour la variable d'échelle. Sauf dans certains cas très précis, cela n’a pas 
grand sens d’analyser un signal avec une ondelette plus grande que lui. Enfin, 
une borne inférieure pour a est obtenue en divisant la fréquence centrale de 
l’ondelette (le paramètre wo que nous avons défini au chapitre précédent) par 
la fréquence d’échantillonnage du signal, en partant du principe que l’on ne va 
pas analyser des fréquences supérieures à la fréquence d’échantillonnage. Bien 
entendu, il ne s’agit là que de bornes heuristiques et non de règles absolues. 

Une fois ces conventions générales fixées, on représentera la transformée en 
ondelettes T;(b,a) en codant celle-ci (ou son module et sa phase séparément 
dans le cas d’une ondelette à valeurs complexes) par des niveaux de gris, nor- 
malisés à la valeur maximale de la fonction représentée. On obtiendra ainsi des 
images sur lesquelles l’on peut souvent “lire” certaines caractéristiques du si- 
gnal étudié. Pour plus de lisibilité dans le cas d’ondelettes à valeurs complexes, 
on force généralement à zéro la phase de T;(b, a) quand ÎT;(b, a)| est inférieur 
à une certaine valeur limite (par exemple 1 pour cent), au-dessous de laquelle 
il est difficile de lui donner une signification réelle. Dans les représentations 
données ici, les niveaux de gris seront toujours normalisés globalement, de sorte 
que le noir représente un module maximal et le blanc un module minimal (et 
de même pour la phase). Dans le cas unidimensionnel, l’ondelette utilisée sera 


1Les aspects algorithmiques seront discutés au chapitre VIII. 

2Cependant, nous verrons par la suite qu'il y a deux façons naturelles d’échantillonner 
la transformée en ondelettes, selon que l’on veut conserver les propriétés de covariance ou, 
au contraire, avoir un degré de redondance constant dans l’espace des phases. Ces aspects 
seront discutés en détail au chapitre VIII. 
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b 
> 
18min) 
log(amax) 
log(a) 


Figure III.1 : Espace des phases. 


toujours une ondelette dite de Morlet, dont l’expression explicite est donnée 
par 
p(x) = elo%e-®’/? 


où wo & 5.5. 


II ASPECT TEMPS-ECHELLE 


Nous avons vu que les ondelettes sont extrêmement précises à petite échelle, 
car elles sont construites par dilatations d’une fonction unique ; elles sont de 
forme constante et de taille variable. Pour employer un poncif du genre, on 
dit que les ondelettes fonctionnent comme un “microscope mathématique”, 
dont la résolution serait fixée par le paramètre de dilatation et l’optique serait 
déterminée par le choix de l’ondelette. 

Nous nous limitons ici à des fonctions à valeurs réelles, donc entièrement 
déterminées par leur projection sur H?(JR). Par conséquent, l’utilisation d’on- 
delettes progressives est pertinente et nous utiliserons dans tous les exemples 
une ondelette de Morlet : 


(x) = e77 eign 


en prenant wo = 27. 
Considérons une fonction f(x) et fixons un point xo. Supposons pour sim- 
plifier que l’ondelette y(x) soit à support compact Iy = [—X, X]. Il est facile 
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a=1 —— 


Figure III.2 : Cône d'influence d’un point to. 


de voir que le comportement de f(x) en z = zo va se répercuter sur la trans- 
formée en ondelettes dans le cône b € aly + zo = [—aX + x0,aX + zo] (voir en 
figure III.2). 

Nous débuterons nos illustrations avec trois exemples de fonctions sin- 
gulières (il s’agit en fait de distributions), qui permettent de montrer comment 
les ondelettes “voient” le degré de régularité. Il ne s’agit là que d'exemples 
triviaux, mais sur lesquels on peut d’ores et déjà visualiser certaines carac- 
téristiques de comportement de la transformée en ondelettes en présence de 
singularités et sur lesquels nous reviendrons avec plus de précision au chapitre 
suivant. Le dénominateur commun à ces trois exemples est que les fonctions 
sont homogènes. Plus précisément, elles sont telles, qu’en un certain point zo 
et pour des À assez petits: f(A(x—x0)) = A* f(z — zo) pour un certain nombre 
réel a, appelé le degré d’homogénéité. On montre alors facilement que ce com- 
portement se reflète sur la transformée en ondelettes de f(x) qui, au voisinage 
de zo, se comporte en a°. 

Le cas le plus simple est celui d’une fonction caractéristique, par exemple 
la fonction caractéristique xx,»](x) de l'intervalle [X,Y], qui est donc discon- 
tinue. Un calcul direct fournit : 


_ X- 
(XIX, Y] P(6,a)) = py) (=) — yd) (=) (II.1) 


a a 


p» étant une primitive de y. Aux petites échelles, les ondelettes ne “voient” 
que les deux discontinuités, et pas la fonction constante qui est au milieu, car 
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Figure III.3 : Transformée en ondelette d’une fonction caractéristique. 


les ondelettes sont d’intégrale nulle. En revanche, à partir d’une échelle assez 
grande, les deux discontinuités sont “vues” simultanément. Ceci est parti- 
culièrement clair sur le tracé de la transformée en ondelettes (Figure IIL.3). 
Notons aussi que les lignes de phase constante convergent vers les deux points 
de discontinuité. Cette remarque peut être utilisée pour la localisation des 
points singuliers et nous y reviendrons. Il faut aussi noter que la fonction de 
Heaviside étant homogène de degré 0, on montre facilement que, au moins pour 
les petites valeurs de a et avant que les ondelettes ne voient simultanément les 
deux singularités, la transformée en ondelettes (à b fixé) est indépendante de 
a. 

Considérons maintenant le cas d’une masse de Dirac 6,,. De nouveau, il 
est facile de voir que : 


zo —b 


(5295 ¥(b,a)) = iy (==) (11.2) 


a 


On observe sur la transformée en ondelettes (Figure III.4) un comportement 
similaire au précédent, à ceci près que cette fois |T;(b, a)| se comporte comme 
a-!. Ceci complète la remarque que nous avions faite plus haut : ôs, est 
homogène de degré -1. 

Une autre interprétation possible est que 6,, est plus singulière qu’une fonc- 
tion caractéristique et possède donc un contenu “petites échelles” plus impor- 
tant, d’où le comportement en a”!. 


Ce comportement est encore amplifié dans le cas de la dérivée d’une masse 
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Figure III.4 : Transformée en ondelette d’une masse de Dirac. 


de Dirac, pour laquelle : 


1 —b 
(5599 Viba) ) = -3 (==) (11.3) 


a? a 


Dans ce cas, la transformée en ondelettes croit en a7? quand a — 0, signe 
d’une singularité plus forte que la précédente. Notons encore que les lignes 
de phase constante convergent toujours vers les points singuliers. C’est une 
conséquence de l’homogénéité des fonctions étudiées. 

Nous aurons l’occasion, par la suite, de revenir sur ces points en discutant 
les bases de l’analyse des propriétés de régularité des fonctions par ondelettes. 


III ASPECT TEMPS-FRÉQUENCE 


Passons maintenant aux exemples illustrant le comportement de la trans- 
formée en ondelettes comme méthode d’analyse spectrale locale. L’exemple le 
plus simple est celui de la transformée en ondelettes d’une fonction du type 
cos(wz). Si l’ondelette analysante est progressive (c’est-à-dire ne contient que 
des fréquences positives, ce que l’on exprime par Ÿ(£) = 0 si € # 0), alors la 
transformée est donnée par : 


T;(b, a) = sei (aw)* (IIL1) 
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Figure II.5 : Transformée en ondelette de la dérivée d’une masse de Dirac. 


Sur cette expression simple, on peut d’ores et déjà voir deux caractéristiques 
du comportement des ondelettes, qui sont deux remarques essentielles que nous 
utiliserons, sous une forme un peu plus précise plus tard : 


1. Supposant que Ÿ(£) est à valeurs réelles, le module ÎT;(b, a)| de la trans- 
formée en ondelettes se comporte comme Ÿ(aw) et est donc localement 
maximum pour a = w/w. La transformée en ondelettes est donc localisée 
au voisinage de cette droite horizontale. 


2. Sous les mêmes hypothèses, la phase de la transformée évolue linéaire- 
ment avec b et reproduit en fait le comportement de la phase de la fonction 
analysée. 


Ces remarques se retrouvent sur la figure IJI.6 représentant la transformée 
en ondelettes d’une fréquence pure par ondelette de Morlet (module et phase). 
De plus, comme nous l'avons vu au chapitre précédent, ces remarques restent 
valables dans le cas où la fonction analysée est une fréquence pure modulée en 
amplitude par une fonction régulière dont les variations sont lentes par rapport 
aux oscillations (ainsi que le montre un simple développement de Taylor de 
Pamplitude). Le module de la transformée en ondelettes reproduit alors les 
variations de l’amplitude. 

Précisons que sur la figure III.6, la phase n’a été représentée que dans la 
région du demi-plan où le module est supérieur à un certain seuil (fixé ici à 
un pour cent de la valeur maximale). En effet, la phase perd sa signification 
lorsque le module est trop faible et il est inutile de la représenter. 
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Figure III.6 : Transformée en ondelette d’une fréquence pure. 


Des arguments similaires (nous en verrons une formulation plus précise au 
chapitre V) montrent que dans le cas où la fréquence de la fonction analysée 
varie elle aussi lentement et régulièrement, la transformée en ondelettes est 
toujours localisée au voisinage non plus d’une droite horizontale mais d’une 
courbe a = a,(b) qui représente, à une constante près, l'inverse de la fréquence 
en fonction de la position b. 

Ceci apparaît sur la figure III.7, qui représente la transformée en ondelettes 
d’un signal contenant entre autres une fréquence pure et un “chirp quadra- 
tique”, c’est-à-dire un signal dont la fréquence dépend quadratiquement de 
x. Cette figure est intéressante car elle permet de visualiser les interférences 
entre les deux composantes. Dans les premiers temps, les deux composantes 
fréquentielles sont suffisamment éloignées en fréquence pour que l’ondelette ne 
les voie pas simultanément*. En revanche, ce n’est plus le cas vers le milieu de la 
figure. L’ondelette voit simultanément les deux composantes, ce qui se traduit 
par l'apparition de battements (oscillations du module) dans la transformée en 
ondelettes. 

Les mêmes remarques peuvent être faites pour la figure III.8, qui représen- 
te un signal dont la fréquence dépend du temps de façon périodique ; de tels 
signaux semblent être des modèles pertinents pour la modélisation de certains 
instruments de musique. Dans ce cas, tant que les oscillations de la fréquence 
sont bien plus lentes que celles du signal (ce qui est le cas dans notre exemple), 


$En d’autres termes l’ondelette est assez récise en fré uence pour “sé arer” les deux 
’ 
composantes. 
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Figure III.7 : Transformée en ondelettes d’un signal contenant une fréquence 
pure et un “chirp quadratique”. 


la transformée en ondelettes est toujours localisée au voisinage de la courbe 
a =a,(b) qui représente l'inverse de la fréquence instantanée. 

Le comportement de la phase est dans ces deux cas porteur d’information. 
Nous discuterons ce point en détail au chapitre V. 

Nous reviendrons sur ces aspects quand nous discuterons plus en détail 
l’analyse par ondelettes de fonctions modulées en amplitude et en fréquence. 

La dernière illustration de cette section est un exemple dans lequel se mêlent 
les aspects temps-échelle et temps-fréquence des ondelettes. Le signal analysé 
contient en particulier une fréquence pure qui se sépare en deux à un certain 
moment, ainsi qu’un certain nombre de singularités ponctuelles, dont l’une 
est plus forte que les autres et correspond à la séparation des fréquences. On 
retrouve sur la transformée en ondelettes toutes les caractéristiques dont il a été 
question plus haut. Il faut aussi remarquer (ceci est particulièrement visible sur 
le comportement des phases de la transformée) que, à une échelle assez grande, 
l’ondelette est suffisamment large pour pouvoir “voir” la répétition régulière des 
singularités et l’interpréter comme la présence d’une fréquence supplémentaire 
dans le signal. 


Remarque : signaux aléatoires stationnaires au second ordre. Sans entrer dans 
les détails, il est utile de dire quelques mots sur le comportement de la trans- 
formée en ondelettes continue de processus stationnaires au second ordre, que 
l’on utilise couramment pour modéliser le “bruit” en traitement du signal. Le 
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Figure III.8 : Transformée en ondelettes d’un “chirp” périodique. 
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Figure III.9 : Vous avez dit bizarre ? 
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point essentiel est le suivant : Soit n(x} un processus stationnaire au second 
ordre ; la stationnarité s’exprime par le fait que la fonction d’autocovariance 
de n(x) vérifie : 


C(2,2') = El(n(z) - Efn(z)])(n(2") - E[n(x')])"] =C(z—2!) (IL?) 


i.e. n’est fonction que de la différence des arguments ; ici le symbole E repré- 
sente la moyenne statistique. 


On vérifie aisément que la fonction d’autocovariance associée a la trans- 
formée en ondelettes de n(x) est donnée par : 


C(b,a;b’,a’) E[T,,(b, a)T,(b’, a’)*] 
frea (1) pw a) (2")C(x — z')drdz' 


if 


(111.3) 


il 


Il est alors remarquable de constater que méme dans le cas d’un bruit dit 
“blanc” (totalement décorrélé), c’est-à-dire quand formellement C(z) = 076(z), 
sa transformée en ondelettes est elle-même corrélée et la fonction d’autocova- 
riance n’est autre que le noyau reproduisant de l’ondelette : 


C(b, a; b’, a’) = 0? [hea (tr) Lan (a) dx (IIL.4) 


C’est une conséquence de la redondance de la transformée en ondelettes. 
Dans le cas général d’un processus stochastique stationnaire au second or- 
dre, nous voyons bien d’après l’équation (III.3) que la transformation en on- 
delettes peut être utilisée pour estimer l’autocorrélation (et donc le spectre de 
puissance) du processus. En effet, on déduit de l’équation (IIL.3) que 


ET Ga] = bealo (r)C(x -2/)drds 
1 < 2a 
z [Peot ôo 


(111.5) 


ne dépend pas de b, et C(€) n’est autre que le spectre de n(z). 

Cependant, compte tenu de la localité de la transformation en ondelettes, 
ceci suggère d’étendre (IIL.3) et (III.5) au cas de processus non stationnaires, 
pour résoudre le problème d’estimation de spectre local. Ce type de problèmes 
dépasse le cadre du présent ouvrage, mais il s’agit là d’une ouverture tout à 
fait intéressante (nous renvoyons à [4] pour une discussion de ces problèmes). 


IV EXEMPLES BIDIMENSIONNELS 


Dans le cas de la transformée en ondelettes bidimensionnelles, il n’est plus 
question de représenter la transformée entière, qu’il s’agisse de la version radiale 
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(fonction de 3 variables) ou de la version non radiale (4 paramètres). On se 
contente alors de faire des “coupes”, par exemple à a et 0 fixés ou encore à b 
fixé, pour “mesurer” le contenu spectral d’une image au voisinage d’un point 
donné. 

De même que dans le cas unidimensionnel, les ondelettes radiales (qui 
généralisent les ondelettes à valeurs réelles) produisent une transformée en 
ondelettes fondamentalement différente de la transformée produite à partir 
d’ondelettes “directionnelles”. 

Considérons par exemple une fonction de deux variables simple, l’indicatrice 
d’un disque. Quand une telle fonction est analysée par une ondelette radiale, 
ici le laplacien de gaussienne : 


~(2t4y? 
p(z, y) = Ae +172, 


l’ondelette n’est pas sensible aux variations angulaires et permet donc de lo- 
caliser avec autant de précision désirée le contour du disque (voir Figure III.10). 
En revanche, pour une ondelette de Morlet bidimensionnelle (c’est-à-dire une 
ondelette directionnelle), ici 


(ary) = e7 TU Pelee, 


Vondelette, que l’on dit “polarisée” dans la direction x, ne verra la singularité 
que dans les directions correspondant à sa polarisation. Dans l’exemple con- 
sidéré (a = 8, @ = 45 degrés), l’ondelette étant elle-même “polarisée” dans 
la direction x, on voit préférentiellement les bords correspondants du disque, 
c’est-à-dire que la transformée en ondelettes est localement maximale au voisi- 
nage des points b du bord du disque qui se trouvent sur la seconde diagonale 
(Figure ITI.11). En ce qui concerne la phase de la transformée en ondelettes, 
elle est, dans ces régions, comparable à celle des ondelettes correspondantes. 

En ce qui concerne le problème d’analyse spectrale locale, il est clair que 
la transformée utilisant des ondelettes directionnelles est de loin supérieure, 
dans la mesure où elle permet d’obtenir des informations précises quant à 
l’orientation des fréquences. Le prototype d’une telle ondelette est l’ondelet- 
te de Morlet bidimensionnelle que nous avons vue précédemment. C’est cette 
ondelette que nous utiliserons jusqu’à la fin de cette section. 

Par exemple, dans le cas d’une image comportant une onde plane modulée 
en amplitude, la transformée en ondelettes est fortement localisée au voisinage 
de valeurs des variables d’échelle et de rotations proches de celles définissant la 
fréquence. 

Dans un cas un peu plus complexe comme celui de l’image de la figure ITI.12, 
où la fréquence varie localement (ici l'amplitude de la fréquence est constante, 
mais son orientation change), la transformée en ondelettes pour une valeur 
donnée de b est fortement localisée au voisinage de valeurs des variables d’échelle 
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Figure III.10 : Transformée en ondelettes de l’indicatrice d’un disque, à a fixé, 
avec une ondelette radiale. 


Figure IIf.11: Transformée en ondelettes de l’indicatrice d’un disque, à a et 8 
fixés, avec une ondelette directionnelle (module et phase). 
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Figure III.13 : Transformée en ondelettes à a et 0 fixés, avec une ondelette 
directionnelle (module et phase). 
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et de rotations proches de celles définissant la fréquence en b. Réciproquement, 
pour a et 9 fixés, le module de la transformée en ondelettes est maximum au 
voisinage des valeurs de b telle que la fréquence locale de l’image en b soit proche 
de la fréquence définie par a et 8. De plus, elle reproduit dans cette région de 
l’espace des phases le comportement de l’image analysée, ce qu’illustre la fig- 
ure ITI.13 (ici 6 = 45 degrés). Cette remarque sera utilisée à la fin du chapitre 
V, quand nous aborderons le problème de mesure de fréquences locales dans 
les images. Considérons l’exemple à peine plus complexe de deux composantes 
harmoniques de fréquences différentes (voir Figure III.14 ; ici les deux com- 
posantes harmoniques sont associées aux directions x et y respectivement). 

La transformée en ondelettes prise pour deux valeurs différentes du couple 
(a, 8) permet de séparer ces deux composantes. Dans le cas considéré à la fig- 
ure ITI.14, il s’agit de deux vecteurs d’onde perpendiculaires, de nombres d’onde 
différents. La restriction de la transformée en ondelettes à des valeurs de a et 
8 correspondant à ces vecteurs d’onde permet de les “synthétiser séparément, 
comme le montre la figure III.15. La figure de gauche correspond à 8 = 90 
degrés et celle de droite à 0 = 0 degré. Rappelons que l’ondelette est une 
ondelette de Morlet, polarisée suivant la direction z. 


V COMMENTAIRES ET RÉFÉRENCES 


Ce chapitre n’a d’autre but que de montrer et commenter un certain nom- 
bre d’exemples d'école, permettant de se familiariser avec le comportement 
des représentations d’ondelettes dans certains cas simples. Nous nous sommes 
sciemment limités à des représentations par niveaux de gris, car l’utilisation de 
palettes de couleurs introduit un arbitraire supplémentaire dans la représenta- 
tion ; le choix de la palette de couleurs influence grandement la représentation, 
alors que cet effet est moins marqué avec des niveaux de gris. 

Précisons aussi que, alors que la représentation de transformées en on- 
delettes de signaux en dimension 1 ne pose aucun problème majeur, il n’en 
est pas de même dans les dimensions supérieures, dans la mesure où l’on a 
alors à représenter des fonctions de trois variables ou plus. 

La représentation graphique de la transformée en ondelettes (ainsi que la 
transformée de Gabor) a constitué le premier moyen de compréhension du 
comportement de celle-ci. Les premiers travaux se trouvent dans [5], [6], [7], 
[8] notamment. Une présentation détaillée des techniques de représentation se 
trouve dans [9]. Des analogues bidimensionnels se trouvent dans [1] et [10]. Ces 
représentations sont, en particulier, à la base des méthodes développées dans 
[3] pour la caractérisation de signaux modulés en amplitude et en fréquence, 
que nous allons décrire par la suite (voir chapitre V). 
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Chapitre IV 


ONDELETTES ET RÉGULARITÉ 
GLOBALE ET LOCALE DES FONCTIONS 


I INTRODUCTION 


L’une des caractéristiques essentielles des ondelettes est leur grande préci- 
sion spatiale à petite échelle. Cette propriété est intrinsèquement liée au mode 
de construction des ondelettes. Dans ces conditions, il est donc naturel que 
les ondelettes puissent étre utilisées pour la caractérisation de propriétés de 
régularité des fonctions, que ce soit la régularité locale ou la régularité globale. 

Dans ce court chapitre, nous nous contentons de donner quelques exemples 
d’analyse de régularité en illustration. Les démonstrations sont, elles aussi, 
particulièrement instructives dans la mesure où elles mettent en évidence les 
propriétés des ondelettes (régularité, conditions de support, de moments nuls) 
qui interviennent. Nous renvoyons à [8] et [17] pour une analyse plus détaillée 
et exhaustive. 

Les techniques basées sur les ondelettes sont aussi particulièrement utiles 
pour l’analyse de fonctions ou mesures qui possèdent des propriétés d’invariance 
par changement d’échelle (ou fractales). Une importante littérature s’est déve- 
loppée sur ce sujet. Nous décrirons les concepts de base à la fin de ce chapitre. 


Il SINGULARITÉ ET CONTOURS 


L’étude des singularités est un sujet d’une grande importance dans de nom- 
breuses applications, et notamment en traitement d’images. En effet, l’un des 
themes privilégiés du traitement d’images est la détection de contours. Un 
contour est défini comme une zone ot l’image varie brutalement, et ce concept 
est donc très proche de celui de singularité. 

La première idée qui vient à l'esprit pour caractériser un contour est donc 
de comparer des valeurs voisines de l’image ou, encore, de différencier celle-ci. 
On obtient alors un champ de vecteurs, dont les maxima doivent permettre de 
localiser et peut-être caractériser les singularités. Néanmoins, ceci n’est guère 
réaliste, dans la mesure où la variation, pour brutale qu’elle soit, peut quand 
même avoir lieu sur un certain nombre de sites voisins ; d’autre part, dans le cas 
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d’une image bruitée, la détection est faussée par la présence du bruit, d’autant 
plus si le bruit possède une composante haute fréquence non négligeable. 

Pour pallier ce défaut, l’idée est de travailler non plus sur l’image elle-même, 
mais sur une version “lissée” ou “floue” de l’image, partant du principe que si 
singularité il y a, elle doit être aussi visible sur une copie faiblement lissée. On 
introduit donc une fonction de lissage #(x), que l’on suppose simplement bien 
localisée (par exemple 6(z) = O((1+27)~'), et d’intégrale unité!. Si on note 
f(z) l’image, on calcule alors 


S(b,a) = (f * 8a)(b) (IL.1) 


où 8,(x) est une copie de 8(x), correspondant à un lissage à une certaine échelle 


a: 
a 


ba(x) = =o (=) (IL.2) 


La détection de contour revient alors à rechercher les endroits où la variation 
de l’image lissée est la plus brutale, donc à différencier cette copie lissée de 
f(z), c’est-à-dire à calculer 


T(b,a) = Vs - S(b,a) = (Tı (b,a), T2(b, a), (11.3) 


où T; (b,a) et T2(b, a) sont les deux coordonnées de T (b,a). Un calcul immédiat 
montre que : 


neo = i [Ion (TE) a LA 
où 
vie) = -2 (-2) (1.5) 


est par construction une ondelette (c’est-à-dire essentiellement une fonction 
d’intégrale nulle) à valeurs réelles. La recherche des maxima de T(b,a) re- 
vient donc dans ce cas à une recherche des maxima d’une transformée en on- 
delettes. Ceci montre comment les ondelettes apparaissent naturellement dans 
ce contexte”. 

Pour illustrer notre propos, nous prendrons l’exemple d’une photographie, 
que l’on a numérisée puis traitée en utilisant des ondelettes et des fonctions 


1]] est cependant naturel que la fonction de lissage soit à valeurs réelles. 

211 est instructif de rapprocher ce point de la formule de resynthèse de Morlet que nous 
avons vue au chapitre II. Elle permet d’exprimer la transformée en ondelettes comme 
résultant : (1) d’une série de lissages f * pa de f(x), au moyen d’une identité approchée 
{Pa a € IR? } (nous renvoyons aux annexes pour la définition d’une identité approchée) ; 
(2) d’une différenciation de ces lissages par rapport à la variable d’échelle a. Le point cru- 
cial est ici que la différenciation par rapport à la variable d’échelle a est équivalente à la 
différenciation par rapport à la variable de position x. 
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d'échelle. L’image originale est montrée en figure IV.1. Sont également repré- 
sentées une version “floue” de cette image (obtenue par une procédure classique 
de lissage, c’est-à-dire une convolution avec une “fonction d’échelle”, ici une 
fonction “spline” obtenue en prenant le produit de convolution de la fonction 
caractéristique de [0, 1] avec elle-même trois fois), ainsi que ses transformées en 
ondelettes avec 0,6 et 8,8 et les contours détectés (toujours à échelle fixe, ici 
égale à 4 pixels). On voit, en particulier, apparaître clairement sur la figure IV.2 
les deux directions dans lesquelles la dérivation est effectuée. Sur l’image de 
gauche, apparaissent les variations rapides dans la direction z (i.e. horizontale) 
et sur l’image de droite, les variations rapides dans la direction y. Les maxima 
locaux de la transformée en ondelettes à la même échelle, représentant les 
contours, sont représentés en figure IV.3. 


Remarques 


1) Il est important de remarquer que les fonctions Y'(x) définies par l’équa- 
tion (II.5) n’ont qu’un moment nul par construction, c’est-à-dire que 


Î vi(z)dz=0 et I ziy (z)dz #0 


en général. Dans le cas des ondelettes à deux moments, nuls (que lon ob- 
tiendrait par exemple en différenciant deux fois au lieu d’une), on s’intéresserait 
pour caractériser les contours, non plus aux maxima locaux de la transformée 
en ondelettes, mais aux “passages par zéro” (zero crossings en anglais) : les 
points b tels que T;(b,a) = 0, à a fixé. Les maxima locaux porteraient quant à 
eux une information différente, liée à d’autres types de singularités. Ceci illus- 
tre le fait que des ondelettes possédant des propriétés différentes conduisent à 
des lectures différentes de l'information. Nous reviendrons plus en détail sur 
cette remarque en décrivant les propriétés de régularité des fonctions. Plus 
précisément, nous verrons que des ondelettes possédant un nombre plus élevé 
de moments nuls permettent une analyse fine de singularités d’ordre plus élevé. 


2) En traitement d'images, la tendance est plutôt de rechercher les maxima 
locaux de T(b,a) (avec donc une ondelette dérivée première d’une fonction 
de lissage), mais en considérant simultanément plusieurs valeurs différentes 
de la variable d’échelle a. On se retrouve alors totalement dans un contexte 
d’analyse par ondelettes, ce qui a très bien été remarqué et analysé par S. 
Mallat [18]. Il existe maintenant une littérature assez importante sur le sujet, 
reliée en particulier à la “conjecture de Marr”#, qui prétend que l'information 
donnée par les maxima locaux de la transformée en ondelettes est suffisante 
pour caractériser la fonction analysée. On sait maintenant que cette conjecture 
est fausse en toute rigueur [22], mais on pense néanmoins qu’elle peut être vraie 


3Ou plutôt la conjecture de Marr modifiée par Mallat. 
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Figure IV.1 : Image originale et version lissée. 
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Figure IV.2 : Détails à l'échelle 4. 
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Figure IV.3 : Contours à l’échelle 4. 


jusqu’à une certaine précision, pour une ondelette bien choisie. Il existe en tous 
cas des évidences numériques qui montrent que des signaux unidimensionnels ou 
des images peuvent être reconstruits à partir des maxima locaux ou des passages 
par zéro de leur transformée en ondelettes, avec en général une précision suf- 
fisante pour des problèmes de traitement du signal (voir par exemple [18] et 


[6]). 


III CONVERGENCE PONCTUELLE DE LA 
FORMULE DE RECONSTRUCTION 


Avant d’étudier plus en détail les propriétés de régularité des fonctions, il 
faut revenir sur la formule de Calderón que nous avons décrite précédemment 
(voir la section III du chapitre II). Nous avons en effet montré que la “formule 
de reconstruction” 


1 


db d 
f=— Í (F, Die, ) (6,2) — 
Rx IR} 


a 


NI. 
= 1) 


était à prendre (en l’absence d’hypothèse supplémentaire) au sens de la conver- 
gence forte dans L?(JR). Il est naturel de se demander dans quel cas on peut 
avoir convergence en tous points ou convergence en un point donné. 

On sait que dans les cas où une fonction f(z) € L'(IR) est telle que sa 


transformée de Fourier f(€) € L'(IR) aussi, alors la formule d’inversion de 
Fourier 


f(z) = = Î f(E)e" dE (III.2) 
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converge en tout point de continuité de f(z) et ainsi en tout point si l’on a choisi 
pour f(z) le représentant continu de sa classe dans L'(IR). Ce résultat peut 
être utilisé pour montrer une propriété similaire dans le cas de la transformation 
en ondelettes. 

Supposons donc que f, f € L'{(IR) et soit y € L'(IR) une ondelette, nor- 


malisée de sorte que : 
= 2 da 
Cy = lé (ae) ae 1. 


En reprenant les notations de l’équation (III.12) du chapitre IT, on obtient 


2 2 da 


$ 1/e 
.(€) = FE) Î llag) (111.3) 


a 
Ainsi, comme cy = 1, |8(€)| < |f(€)| et donc & € L! (IR). Comme de plus, 
d’après les inégalités de Young, on a ||se{|1 < —21ogel(d|?]|fIl1 et se € L! (IR). 
Donc la transformée de Fourier inverse de $.(£) — $(£) coincide en tous points 
avec s(x) — s(x). Considérons maintenant : 
P Es. 
A.(€, 2) = e f(€)(1- i) |b(aé)|° — (III.4) 


Comme A, — 0, quand € — 0, et |A.(€,2)| < IFE), le théorème de conver- 
gence dominée permet une nouvelle fois de conclure que : 


lim s(x) = f(z) Yz € IR (IIL.5) 
e—0 
Nous obtenons donc : 


Théorème 1 Soit y(x) € L! (IR) et soit f(x) € L'(IR) telle que f(x) € L'(R). 
Alors la formule de reconstruction (TII.1) est valide point par point. 


Notons que l’on peut montrer ce résultat sous d’autres hypothèses ; par 
exemple partant d’hypothéses plus faibles sur la fonction analysée et plus fortes 
sur l’ondelette. On montre par exemple que si l’ondelette est dans l’espace de 
Hardy réel (c’est-à-dire si y(x) et sa transformée de Hilbert sont toutes deux 
dans L'(I)), il suffit de supposer que la fonction f(x) est bornée et faiblement 
oscillante, c’est-à-dire que 


z+é 
oe) = 5] : f(y)dy — 50 f(z) (II1.6) 


uniformément en x pour avoir convergence ponctuelle en tout point de conti- 
nuitét (voir [12] par exemple pour la démonstration). 


4Nous savons déja que les ondelettes sont d’intégrale nulle et il n’est donc pas surprenant 
de voir apparaitre ici une hypothése d’oscillation supplémentaire. 
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IV RÉGULARITÉ HÔLDERIENNE 


Nous allons maintenant montrer un peu plus précisément comment analyse 
par ondelettes a été utilisée pour caractériser certaines propriétés de régularité 
des fonctions. Nous allons essentiellement nous concentrer sur l’exemple clas- 
sique de la régularité hôlderienne. Il s’agit d’un cas qui a été étudié en détail 
depuis le début du siècle. L’outil classique en est l’analyse de Fourier. Néan- 
moins, il s’agit d’une méthode “globale” et elle ne peut donner d’information 
locale, sur les degrés de régularité locale par exemple. Nous allons voir que les 
ondelettes, à condition de choisir une ondelette adaptée au problème, permet- 
tent de donner des renseignements précis dans ce cas. 


IV.1 Régularité globale 


Débutons notre description par les propriétés de régularité hôlderienne glo- 
bale facilement caractérisées. 
Soit 0 < a < 1. On introduit l’espace de Hôlder homogène : 


At ={f:R 3€ ,1K <œ ,tel que : 


(f(x) f(y)| < K|z—y|° Vz,y eR } (IV.1) 


La méthode classique pour caractériser de telles fonctions repose sur la trans- 
formée de Fourier. On peut en particulier montrer que si f(z) est une fonction 
bornée telle que de plus 


f, FOIA + JE" )dE < 00 (V2) 


alors f(x) € A®. En revanche, la réciproque est en général fausse. 

Pour l’analyse par ondclettes, nous verrons que l’on obtient des résultats 
similaires. Le résultat suivant procède de la même philosophie que le précédent. 
Il caractérise la régularité d’une fonction (i.e. l’exposant a) par la vitesse de 
convergence de sa synthèse à partir de fonctions régulières (ici des ondelettes, 
plus haut des exponentielles complexes). 


Théorème 2 Soit y(x) € L'(IR) une ondelctte. 
i) Si (2) est telle que : 


free lp(x)| dr < co (IV.3) 


Alors Yf € A%, |T;(b,a)| < Ka pour une certaine constante positive finie 
K. 
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ii) Réciproquement, si l’ondelette p(x) vérifie : 
J sup |y’ (u + 5)|du < œ (IV.4) 
lôt<1 


et si |T(b,a)| < Ka® pour une certaine constante positive finie K, alors 


fe A°. 


Avant de donner la preuve de ce résultat, remarquons que la caractérisation 
de a se fait par analyse du comportement de la transformée en ondelettes 
à travers les échelles. Le paramètre d’échelle pouvant être assimilé à une 
fréquence (inverse), ceci est à rapprocher de la description donnée par l’analyse 


de Fourier®. 


Preuve : i) Soit f € A°. Alors, puisque (zx) est une ondelette et donc 
d’intégrale nulle, de même que tous les ¥4,4) (£) : 


Ty(0,0) =* f yo-o] ae (V.5) 


a 


et donc, comme f(x) € A° : 
IZy(b,a)h < Ka | ll balade (IV.6) 


ii) Supposons maintenant qu’il existe une constante K telle que l’on ait 
|T; (b,a)| < Ka°. 
On a donc, en rappelant que la transformation en ondelettes peut aussi s’écrire 


T;(b,a) = f * Palb), 


: ba * Ÿ: * Va tD (2 = 
Jo- == f iios 


lezy o nn 
el Lier — fedex EE 

NT OL OS 

Ÿ Jjz—yl A 


5 Plus généralement, ce résultat fournit un exemple de caractérisation d’espaces de Holder 
par la vitesse de convergence d’une approximation par des fonctions réguliéres (ici des on- 
delettes) ; c’est une technique trés classique (voir [23] par exemple). 
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La première intégrale s’estime 


|jz—-y| N: 4 2 d 
j OCEAN D 


lz-yl is 43 da 
<2| f [F das da] E 
0 a 
\je-yl a 
<All f ae 
0 a 
<Krlz —yl* 


et la seconde : 


|z-y 


OO. ow ~ = d 
[f + Yat valz) — f * Va kol” 


< | [halz — b) — paly — b)| |T (b, a)| ab 
[Wale val DITO 


OO 
<K aes} i 
jz—-y| 


Š a-ılz -yl ! 
< xf a? *——= da [x |y (u + 6)| du 
<1 


z-y| a 
< Kyle — y|* 


d 
du 
a 


blu- Z) —w(u) 


En réunissant les deux estimations, on obtient : 


If(z) - f(y)| < K'lz — yl” 


qui achève la preuve du théorème. 


(IV.7) 


De même, soit n <a < n +1. L’espace de Holder homogène correspondant 


est : 


A° = f : M —C,3K < œ, P(x) polynôme de degré < n, 


fle) — P(e —y)| < Ke — y|? Yzy € R } 


(IV.8) 


Si f(x) € C" UR), alors P(x — y) n’est autre que le développement de Taylor 


de f(x) à l’ordre n. 


Pour analyser de tels espaces, il est nécessaire d’utiliser des ondelettes 
possédant un nombre plus élevé de moments nuls. En effet, en utilisant des 
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techniques en tous points similaires à la précédente, il faut annuler la contri- 
bution de P(x — b), i.e. écrire 


Jraveotéz =f Uf(2)- Ple-8)] Yon (2)"ae 


ce qui est fait en supposant : 
f zty(zjdr =0, Vk=0,...n (IV.9) 


Ainsi peut-on dire que, dans un certain sens, l’ondelette ne voit pas les premiers 
termes réguliers du développement de f(z) et analyse uniquement la partie 
singuliére. Pour la seconde partie du théoréme, elle se généralise également en 
faisant des hypothèses de régularité supplémentaires sur l’ondelette. 


Remarque : Ce résultat simple est en lui-même extrêmement révélateur et 
caractéristique, car il met en évidence l’usage différent qui est fait de deux 
propriétés essentielles des ondelettes : les moments nuls et la régularité. Les 
moments nuls sont utilisés dans la phase de décomposition, dans laquelle ils 
permettent de “compacter” l'information ou de se focaliser sur la partie inté- 
ressante de la fonction analysée, dans ce cas la régularité. En revanche, la 
régularité de y(x) n’intervient qu’au moment de la “synthèse” de f(z). 


IV.2 Régularité locale 


Nous avons vu comment caractériser la régularité hôlderienne locale des 
fonctions avec la transformée en ondelettes. Mais la transformée en ondelettes 
étant une méthode que l’on peut qualifier de locale, elle permet aussi d’étudier 
les propriétés de régularité locale des fonctions. Prenons l’exemple de la régula- 
rité hôlderienne. Nous allons voir comment “presque caractériser” les exposants 
de Hôlder locaux de fonctions à l’aide de la transformée en ondelettes. Dans ce 
but, nous dirons que f € Af,), si il existe une constante K telle que Vh € IRR: 


|f (z0 +h) — f(xo)l < KIR]? (IV.10) 


On obtient alors le résultat immédiat suivant, qui est une version locale du 
théorème 2. Si une fonction f(z) possède une certaine régularité (ici l’exposant 
a) en un point zo, sa transformée en ondelettes va avoir le même comportement 
que précédemment par rapport à la variable d’échelle. 


Théorème 3 Soit f € Af,,) et soit Y € L'(IR) tel que: f |z|* |y(x)| dx < oo. 
Alors il existe une constante C telle que 


[T;(b, a)| < C(a® +1b— xo|*) (IV.11) 
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Ainsi, on retrouve l’exposant en étudiant le comportement de la transformée 
en ondelettes à travers les échelles. L'information supplémentaire, à savoir le 
côté local du comportement hôlderien, se retrouve dans le terme en O(|b—xo|®). 


Preuve : 
Gal =| f VE- 1620) ¥o0)(2) do 
< Ff le-o +i- aot] ( 2) a 
a a 
d’où 
IT; (b, a)| < Kia + K2b ~ zo|” (IV.12) 
avec 


ie = K f |z|* |p(x)| dx 
Kı = K{ÿlh 


ce qui conclut la démonstration. 

Nous avons vu que le résultat direct est facile à montrer. En revanche, la 
réciproque est en général fausse, mais néanmoins vraie “à un logarithme près”, 
comme le montre le théorème suivant, dû à S. Jaffard [14] et M. Holschneider 
et Ph. Tchamitchian [12]. Si la transformée en ondelettes de f(z) satisfait aux 
estimations locales précédentes (à un logarithme près), ainsi qu’à une condition 
de régularité globale supplémentaire, alors la fonction elle-même est régulière : 


Théorème 4 Soit y € L'(IR) une ondelette et soit f € L?(IR). Si, en outre, 
(i) il existe deux constantes K et 0 < y < a, telles que pour tout a > 0 


IT; (b,a)| < Ka? (IV.13) 


et (ii) la transformée en ondelettes satisfait à 


A b — zo|° 
Ty(b,a)| < K' {a° io) IV.14 
| 1 ( a)| < í (« + | In |b — zol] ( ) 


a 


pour une certaine constante positive finie K', alors f € À) 


Nous renvoyons à [14] et [12] pour la preuve de ce résultat qui, bien que plus 
complexe, contient pour l'essentiel les mêmes ingrédients que les précédentes. 


Remarques 


1) Cette analyse a été précisée par S. Jaffard, qui a notamment montré 
que lanalyse par ondelettes peut être vue comme une version simple d’un 
programme plus vaste, appelé analyse 2-microlocale. Nous renvoyons à [17] 
pour une discussion plus précise de ce point. 
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2) Il est possible de montrer que si une fonction f(x) a un comportement 
hôlderien d’exposant a en un point zo, sa primitive f (=) (a) a alors un com- 
portement hôlderien d’exposant a + 1 en zo. En revanche, la réciproque est 
en général fausse, essentiellement à cause de possibles oscillations rapides au 
voisinage de la singularité. Ce type de comportement a été examiné en détail 
dans [18]. 

3) Mallat et Hwang [18] montrent comment exploiter ces résultats pour la 
caractérisation numérique de singularités et pour celle de signaux au moyen de 
singularités. Ils montrent en particulier comment ce problème se ramène aux 
conjectures de Marr brièvement décrites au début de ce chapitre. 


V AUTO-SIMILARITÉ 


Par construction, la transformée en ondelettes est intrinsèquement associée 
à une notion d'échelle. Plus précisément, elle est covariante par rapport à 
l’action du groupe affine qui contient les dilatations. En particulier, on voit 
facilement —et nous en connaitrons les raisons précises en discutant l’approche 
géométrique— que la transformée en ondelettes d’une copie dilatée d’une fonc- 
tion donnée coïncide avec la dilatée de la transformée en ondelettes de la fonc- 
tion originale. En effet, si f(x) € L? (IR) et si l’on note f\(x) = f(x/À), il vient 
immédiatement : 


b a 

Tr, (b,a) = Ty (> 7) 
C’est l'exemple des fonctions homogènes étudiées au chapitre III, section II. 

Dans le même ordre, il n’est pas étonnant que la transformée en ondelettes 
ait pu être utilisée avec succès pour l’étude d’objets, de fonctions ou de mesures 
auto-similaires. Il n’est pas question ici d’entrer dans les détails techniques, 
mais plutôt de donner une idée des méthodes utilisées et des raisons qui font 
que ces méthodes fonctionnent. Nous renvoyons à [11], [9] et [2] pour une 
discussion plus complète. 


(V.1) 


V.1 Mesures fractales 


Commençons cette section en rappelant la définition de la dimension de 
Hausdorff d’un ensemble E (voir par exemple {7]). Pour simplifier nous sup- 
poserons que E est un sous-ensemble de JR. Etant donné un recouvrement 
quelconque de E par des ouverts disjoints B,(€) de rayon inférieur ou égal à £ : 


E= | JBW, 
k 


6L’exemple le plus typique est donné par la fonction sin(1/x). 


72 Ondelettes et régularité globale et locale des fonctions 


on considère la quantité : 
=]j q 
T(q) = lim > |Bk(£)| (V.2) 


|B, (é)| étant laire de B4(£), qui est une fonction décroissante de q. De plus, 
il est facile de voir que si I'(g) < co, alors ['(g') = 0 Vg' > q. Il existe donc une 
valeur de transition go, telle que '(g) = 0Yq > qo et '(q) = oo Vq < qo. 


Définition 1 La dimension de Hausdorff de E est la valeur dimy = qo de 
transition de la fonction T (q). 


Un objet (ou une mesure) self-similaire est habituellement décrit par des 
outils statistiques. Par exemple, étant donnée une mesure y, on dit qu’elle 
présente un comportement autosimilaire au voisinage du point 2x9 si, étant 
donnée une suite de boules B(x0,£) de rayon £, centrées en to, on a: 


u(B(zo,£)) ~£% quand a + 0* (V.3) 


L’exposant a = a(x) est appelé exposant d’échelle local en x = zg. Il est clair 
que cet exposant d’échelle peut varier de point en point de façon brutale. On 
introduit alors le sous-ensemble Eq, consistant des points x tels que l’exposant 
d'échelle local en x soit précisément a : 


Eq, = {T, a(x) = ao} (V.4) 


Définition 2 Le spectre de singularités d(a) de la mesure p est la fonction qui 
a tout a associe la dimension de Hausdorff de Ea : 


d(a) = dim y (Eq) (V.5) 


Classiquement (voir par exemple [10] et [7]), le formalisme multifractal 
“pour les mesures” associe à une mesure un “spectre continu” de dimensions 
fractales généralisées, de la façon suivante. Partant d’un pavage E = (J, B4(£) 
de E par des ouverts disjoints de rayon inférieur ou égal à £, on introduit la 
“fonction génératrice” : 


Za(e) = DH (Bele)? (V.6) 


Alors en posant : 
log(Z,(£ 


e>0 log(£) pen 
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(quand la limite existe), les “dimensions fractales généralisées” sont définies 
par : 


(V.8) 


Di) = 2 


Le formalisme multifractal permet alors d’identifier le spectre de singularités 
d(a) à la transformée de Legendre de 7(q) : 


d(a) = inf(ag — 7(q)) (V.9) 


Remarque : Il est important de préciser qu’il n’est pas facile de donner un sens 
précis à cette heuristique (voir par exemple [7]). Néanmoins, ce formalisme, 
validé sur quelques exemples spécifiques sur lesquels la self-similarité est appa- 
rente (comme des mesures de Cantor par exemple) reste un formidable outil 
de description et de modélisation de phénomènes physiques complexes. Le 
spectre de singularités d(a) peut être un paramètre de modélisation pertinent, 
en turbulence notamment, et il semble que le formalisme multifractal soit le 
seul moyen réaliste d’y avoir accès. 


Quelle est la place des ondelettes dans ce contexte ? On remarque tout 
d’abord que le paramètre £ précédent (le rayon des boules utilisées pour paver 
l’espace analysé) n’est autre qu’une variable d’échelle et que u(B4(£)) peut 
aussi être écrit f xs,(a(x)du(x). D’où l’idée de remplacer cette fonction ca- 
ractéristique par une fonction plus générale’ y(x), dilatée et translatée. Ceci 
conduit immédiatement à la notion de transformée en ondelettes d’une mesure. 
Si y(x) est par exemple une fonction de test, on écrit® : 


Tuba) = | v(2=")du(e) (V.10) 


Compte tenu des discussions précédentes, on s’attend heuristiquement a 
retrouver sur la transformée en ondelettes des traces du comportement d’échel- 
le local de la mesure, à travers un comportement local du type : 


T,(b, Xa) ~ a®) PT, (b, a), quand a > Of. 


Pour Vexploiter, par analogie avec le formalisme multifractal classique et sui- 
vant [11], on introduit une nouvelle fonction génératrice : 


Zita) = f Hu(bya)l*tab (V.10) 


qui doit donner accés aux dimensions fractales généralisées. 


TPas nécessairement d’intégrale nulle (voir par exemple [9}). 
8La normalisation est ici choisie de sorte que T, puisse aussi être interprétée comme la 
transformée en ondelettes usuelle de la primitive | ee du(y) de u, par rapport à l’ondelette 


—v'(z). 
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Remarque : Supposons maintenant que y soit une mesure sur un espace métri- 
que E, muni de la distance |.| et non plus sur un sous-ensemble de JR ou IR". 
On définira alors la transformée en ondelettes de la mesure y de la manière 
suivante. Si (x) est une ondelette définie sur E : 


Ta) = | (ET) aya, 


Exemple : Mesures de Bernoulli. Considérons l'intervalle unité I = [0,1] et 
une application linéaire par morceaux O sur I telle que 


OHI) = |] I 
k=1 


où les I, sont des intervalles disjoints deux à deux, tels que dist(I,, I1) > 0 Vk, I. 
Soit alors : 
(SP zx EI Akt tukElk 


où 0 < Ay < 1Vk = 1,...K. En posant : 
Ikika.ka = IN ORDNA -n N OR) 
on voit que le sous-ensemble de [0, 1] invariant par © est de la forme 
To =limpsoINO "NNO ?(I) N... N O7"(I) 


= liMn>o0 Chen. They ea ken 


Etant données K probabilités p1,p2,...px telles que + px = 1, on appellera 
mesure de Bernoulli associée à © une mesure telle que 


HU Tk, ka..kn) = Pk, Pki Pkn 


Une propriété remarquable est que le formalisme multifractal est exact pour de 
telles mesures de Bernoulli ; de plus, les dimensions généralisées et le spectre 
d(a) peuvent être calculés explicitement (voir par exemple [10]) : la fonction 


T(q) est solution de 
Hs 
Pk _ 
2 r(q) 1. 
k=1 Àk 


Dans le cas de lensemble triadique de Cantor uniforme montré à la fi- 
gure IV.4 (K = 2, àk = 1/3, we = 0 et px = 1/2 pour tout k), on ob- 
tient ainsi 7(q) = (q — 1)log(2}/log(3), i.e. D(q) = log(2)/log(3) Yq. La 
transformation de Legendre montre donc que, dans ce cas, seule la singularité 
a = log(2)/log(3) est présente. On dit alors que l’on a affaire à un monofractal. 
Ceci n’est plus vrai dans le cas général et D(q) n’est pas toujours constante. 
Ces exemples permettent de tester les performances de la transformée en on- 
delettes, dont on attend essentiellement deux types de réponses : 
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DB 


Figure IV.4 : Ensemble de Cantor triadique. 


1) Caractériser le spectre de singularités d(a) et les dimensions généralisées 
de la mesure. 


2) Retrouver la règle de construction de la mesure, ce qui est simple dans 
ce cas. 


Le second point est facile à voir sur la transformée en ondelettes. La fi- 
gure IV.5 montre une ondelette de Morlet et la transformée est calculée sur 6 
octaves avec 9 échelles intermédiaires entre deux octaves, où apparaît claire- 
ment une “vue éclatée” du fractal. Dans le cas d’objets plus complexes, des 
méthodes permettant d’attaquer ce problème ont été développées (voir par 
exemple [1]). Il est cependant remarquable que des structures (self) similaires 
à celles observées sur la figure IV.3 sont aussi observées dans le cas de signaux 
réels, provenant de mesures physiques (en turbulence notamment). 

En ce qui concerne le premier point, la réponse est fournie par la fonction 
génératrice Z,4(a) introduite en (V.10). On montre facilement que les pro- 
priétés de self-similarité de la mesure se reflètent de façon simple sur la fonc- 
tion génératrice et le comportement de celle-ci à petites échelles permet donc 
la caractérisation des dimensions critiques. Nous reproduisons ici le résultat 
classique. (Nous renvoyons à [3] pour plus de détails.) 


Théorème 5 Avec les notations précédentes, T(q) est la valeur de transition 
telle que 


TN M PET (V.11) 


Ce résultat est ainsi utilisé pour le calcul des dimensions généralisées et 
du spectre de singularité des mesures de Bernoulli, ainsi que des mesures plus 
générales, bien qu’on n’ait en général que très peu d'informations quant à la 
validité du formalisme multifractal (voir par exemple [4]). 
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Figure IV.5 : Module de la transformée en ondelettes de la mesure de Cantor 
triadique uniforme. 
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V.2 Fonctions fractales 


Dans de nombreuses situations pratiques, l’objet que l’on souhaiterait modé- 
liser n’est pas une mesure mais plutôt une fonction ou un signal. Dans ce 
cas aussi, un formalisme multifractal a été développé, initialement dans un 
contexte d’analyse de la turbulence. Commençons par décrire l’analogue pour 
les fonctions du spectre de singularités. On dit qu’une fonction f(x) € Cro)? 
si (voir [16]) 

Pee Vy<a (v.12) 
f(z) €A(,,) Vr>a 


Rappelons que f(x) € A ) Signifie que la fonction f (x) est hôlderienne d’ex- 
posant y en zo. Etant donnée f(x), on associe alors à tout 0 < a < œ 
l’ensemble 


E, = {x EIR, fe Tey} (V.13) 


Définition 3 Le spectre de singularités d(a) de la fonction f(x) est la fonction 
qui à tout a associe la dimension de Hausdorff de l’ensemble Ea : 


d(a) = dimy (Ea) . (V.14) 


Il s'ensuit que le spectre de singularités d’une mesure p est identique au 
spectre de singularités de la fonction primitive iF dy, ainsi d’ailleurs que de 
toute fonction de la forme fy du+r(zx), où r(x) est une fonction de classe C® 
arbitraire. Une analyse similaire à celle décrite dans la section précédente peut 
être faite, conduisant à un formalisme multifractal pour les fonctions. Etant 
donnée une fonction f(x), il s’agit essentiellement de lui associer une fonction 
génératrice de la forme 


Ze J IT;(b,a)|%db (V.15) 


et d’étudier son comportement quand a — 0. On montre alors que pour les 
fonctions de la forme fy du + r(x), où y est une mesure de Bernoulli et r(z) 
est une fonction de classe C®, 


tim inf (Ze) _ ;(o) (V.16) 
a>0 log(a) 

le spectre de singularités étant toujours relié à la fonction 7(q) par une trans- 

formation de Legendre 


d(a) = min(ag — 7(q)) (V.17) 
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Ce résultat a été précisé par S. Jaffard [16] et étendu à une classe plus large de 
fonctions, qui inclut en particulier la célèbre fonction de Riemann- Weierstrass 
(voir aussi [11]) : 

OO 


1. 
Wi(zx) = 7 sin (x) 
é=1 
pour laquelle d(a) = 0 sia < 1/2 ou a > 3/4 et d(a) = 4a—2 si 1/2 < a < 3/4. 
Cette analyse ouvre la porte à une utilisation systématique du formalisme 
multifractal, en traitement du signal en particulier. 


Remarque : Arneodo, Bacry et Muzy [3], et Mallat et Hwang [13] ont pro- 
posé (indépendamment) des méthodes légèrement différentes pour calculer les 
spectres de singularités au moyen de la transformée en ondelettes. L’idée de 
base est de ne considérer que les maxima locaux de la transformée plutôt que 
la transformée elle-même. Les algorithmes correspondants semblent être plus 
robustes ; ils ne tiennent pas compte en effet des points où la transformée est 
numériquement faible. 


VI COMMENTAIRES ET RÉFÉRENCES 


L'étude des singularités constitue l’une des applications essentielles des on- 
delettes, et ce depuis bien avant qu’elles ne soient baptisées ondelettes. En effet, 
la formule de Calderón que nous avons utilisée tout au long de ce chapitre est 
a la base de la classification d’une certaine catégorie d’espaces fonctionnels, 
incluant en particulier les espaces de fonctions hôlderiennes. Nous renvoyons à 
[8] et [21] pour une description bien plus précise de ces aspects. Nous avons ici 
adopté un point de vue plus élémentaire. 

En revanche, il semble que la caractérisation des propriétés de régularité 
locale des fonctions ne soit apparue que dans l’ère moderne des ondelettes, 
avec les travaux de S. Jaffard et Y. Meyer [14] [15] [17], Ph. Tchamitchian et 
M. Holschneider [12]. 

Dans un contexte tout 4 fait différent, la méme problématique avait été 
abordée pour la caractérisation de signaux et d’images, suivant le programme 
tracé par D. Marr [20]. C’est ainsi que suivant les travaux de Canny [5], S. Mal- 
lat et son équipe ont développé un ensemble de méthodes permettant de mener 
à bien ce programme (voir [18] et [19] pour une synthèse). 

Il existe maintenant une volumineuse littérature concernant l’utilisation 
de l’analyse par ondelettes pour la caractérisation de comportements auto- 
similaires. Nous renvoyons en particulier aux travaux d’A. Arneodo et son 
équipe ([3] par exemple) pour une analyse systématique dans des contextes 
aussi différents que la turbulence, la croissance cristalline ou les séquences 
d’ADN, ou [13] dans un contexte plus proche du traitement du signal. Une 
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analyse de la validité du formalisme multifractal peut être trouvée dans [7] et 
[4] pour des mesures et [16] pour les fonctions. 
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Chapitre V 


APPLICATIONS : 
APPROXIMATIONS ASYMPTOTIQUES 
ET ANALYSE DE SIGNAUX 
MODULES EN AMPLITUDE 
ET EN FREQUENCE 


Dans le chapitre précédent, nous nous sommes intéressés à des applica- 
tions de l’analyse par ondelettes dans lesquelles le point essentiel était l’aspect 
“analyse locale” des décompositions en ondelettes. Nous allons maintenant 
considérer des exemples dans lesquels nous nous concentrerons davantage sur 
l’aspect “analyse spectrale”. Nous allons nous intéresser à l’analyse de fonctions 
ou de signaux auxquels on peut associer des quantités physiques telles qu’une 
fréquence locale, ou une amplitude locale. Ce type de situation se rencontre 
assez fréquemment en physique, notamment en propagation. Ces concepts sont 
bien évidemment totalement naturels en musique. 

Nous avons vu au chapitre III, section Il, un exemple montrant la trans- 
formée en ondelettes d’un signal à fréquence dépendant du temps. Un autre 
exemple, en l’occurrence celui de la transformée en ondelettes d’un signal sonar 
émis par une chauve-souris, est montré à la figure V.1. La remarque essentielle 
porte sur la localisation de la transformée dans le demi-plan temps-échelle. 
Nous verrons plus loin qu’elle se “concentre” en fait dans le voisinage d’une 
courbe a = a,(b), appelée “aréte” de la transformée, d’équation 

K 
OT 


où v(x) est la fréquence locale du signal et K une constante ne dépendant que 
de l’ondelette. 

Nous commencerons ce chapitre par quelques préliminaires, qui nous per- 
mettront de préciser quelque peu la nature des fonctions auxquelles nous allons 
nous restreindre, ainsi que les techniques que nous allons employer. Puis nous 
verrons dans quelle mesure l’analyse par ondelettes (et l’analyse de Fourier 
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Figure V.1 : Transformée en ondelettes (module) d’un signal sonar émis par 
une chauve-souris (ondelette de Morlet). 


à court terme) permet de caractériser ces fonctions. Nous verrons en parti- 
culier l'intérêt qu’offrent, pour ce type d’analyse, des ondelettes progressives 
permettant d’éviter les phénomènes d’interférence entre fréquences positives et 
négatives du signal analysé. Il convient de préciser que les méthodes décrites 
ici ne s’appliquent que dans le cas de signaux non bruités ou faiblement bruités. 
En présence d’un bruit plus important, il est nécessaire de se tourner vers des 
algorithmes plus robustes. Nous y reviendrons à la fin de ce chapitre. 


I SIGNAL ANALYTIQUE ET 
TRANSFORMATION DE HILBERT 


Qu'est-ce qu’un signal (ou une fonction) modulé en amplitude et en fréquen- 
ce ? Répondre à cette question sous-entend que l’on soit capable de définir des 
notions d’amplitude et de phase d’un signal, ce qui n’est a priori pas évident 
du tout. Considérons à titre d'exemple la fonction suivante 


(2) = A(z) sin (ġ(2)) 


représentée en termes d’une amplitude et d’une phase, toutes deux dépendant 
de la variable x. Il est immédiat que l’on peut tout aussi bien l’écrire 


s(x) = 2A(x)sin (22) cos (22) 
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faisant ainsi apparaître une autre amplitude 2A(z) cos ( #2) ) et une autre phase 


sa, On voit donc apparaître ici une ambiguité!. Il importe donc de lever cette 
incertitude. Supposons qu’il soit possible d’associer de façon naturelle un cou- 
ple (A,(x),¢s(z)) au signal s(x) étudié. On peut alors introduire naturellement 
une notion de fréquence instantanée, définie par : 


_ 1 dd,(z) 


a= 2x dx (a) 


qui traduit les variations de la phase de s(x) et correspond effectivement à la 
fréquence usuelle si ¢, varie linéairement avec z (modulo 27). 

Un choix possible est celui du “couple canonique” proposé par J. Ville dans 
un article fondamental, qui est a la base d’un grand nombre de techniques 
de traitement du signal actuelles. Décrivons maintenant cette approche qui 
nous sera utile par la suite. En effet, bien qu’elle soit souvent inadaptée, elle 
constitue un point de départ pour développer d’autres approches. 

Considérons tout d’abord la transformation de Hilbert H, qui s’écrit dans 
Pespace de Fourier comme : 


H- FCE) = —iSgn(€)F(E) (1.2) 


J. Ville introduit alors la fonction Z,(r), appelée signal analytique de s(x) et 
définie comme : 


Z, = [1+iH]-s (1.3) 


ou encore = 
Z(E) = 2H(€)8(€) (1.4) 


H(£) étant la fonction de Heaviside. Clairement, Z,(x) peut être étendue 
analytiquement à tout le demi-plan supérieur : 


ze) =25 | Po. (1.5) 


dt (1.6) 


ce qui justifie ’appellation “signal analytique”. 

En d’autres termes, Z,(x) est obtenu à partir de s(x) par un filtrage linéaire 
supprimant les fréquences négatives. Apres la spécification d’une détermination 
pour le logarithme, les égalités 


A,(z) = |Z.(z)| (1.7) 


l Cette ambiguïté cache en fait le problème de la notion même de fréquence locale a priori 
incompatible avec le principe d'incertitude de Heisenberg. 
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pa(z) = Arg[Z,(2)] (L8) 


établissent une correspondance biunivoque entre le signal analytique Z,(x) et 
le couple canonique (A,(z),¢s(x)), où A,(x) est une fonction à valeurs réelles 
positives et ¢,(x), une fonction définie partout où A,(x) > 0 et qui prend ses 
valeurs dans l'intervalle [0, 2x], par exemple. De plus, on a clairement : 


s(x) = ReZ,(x) (1.9) 
et la représentation de s(x) 
s(x) = A,(z) cos (¢5(z)) (1.10) 


est appelée représentation canonique. 
Il importe de faire ici quelques remarques : 


e La première concerne la signification physique que l’on entend donner 
à la fréquence instantanée définie par (1.1). Une fréquence proprement dite 
est une caractéristique d’une onde plane, mesurable expérimentalement (par 
interférométrie ou autre), qui décrit la rapidité des oscillations de londe. Si 
Ponde plane est maintenant affectée d’une amplitude variable, on ne pourra 
conserver à la fréquence sa signification physique qu’à condition que, dans le 
domaine d’étude, amplitude soit à variation lente par rapport aux oscillations, 
ce qui se passe effectivement avec des ondes planes expérimentales. La fréquence 
instantanée n’aura donc une interprétation en tant que fréquence locale qu’à la 
condition d’être suffisamment élevée pour que les oscillations correspondantes 
soient rapides par rapport aux variations de l’amplitude. 


e Pour caractériser un signal modulé en fréquence et en amplitude, les trai- 
teurs de signaux introduisent aussi la notion de retard de groupe 7,(z) : en 
écrivant la transformée de Fourier du signal analytique elle aussi sous forme 
exponentielle Z.(£) = M,(£)exp{i0,(£)} le retard de groupe est défini simi- 
lairement à la fréquence instantanée comme 7,(x) = — i Sete), Dans certains 
cas simples, la fréquence instantanée et le retard de groupe sont deux fonctions 


réciproques l’une de l’autre. 


e Dans les cas où la fonction s(x) = A(x) cos (¢(x)) est telle que les va- 
riations relatives de A(z) sont très lentes par rapport à celles de la phase 
p(z), c’est-à-dire |¢'(x)| >> 48l, on peut facilement voir que le modèle 
exponentiel A(r)expig(x) constitue une excellente approximation du signal 
analytique Z,(x). On est alors dans le cas des signaux dits asymptotiques. 


e La fréquence instantanée introduite par Ville est particulièrement in- 
adaptée dès que le signal analysé est un signal “multicomposantes”, c’est-à-dire 
somme de signaux auxquels on peut naturellement associer une amplitude et 
une fréquence locales. La fréquence instantanée de Ville perd alors tout son sens 
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physique, l’information pertinente est d’ailleurs plus portée par les fréquences 
locales que par une unique fréquence instantanée. Un exemple simple (dû à 
Y. Meyer) est fourni par la fonction s(x) = sin(1/x) ; le signal analytique as- 
socié est alors Z,(x) = i(exp{—1i/x} — 1), et il s’agit bien de la superposition 
de iexp{—i/x}, de fréquence instantanée z~?, et de —i de fréquence nulle. En 
revanche, le calcul de Ville conduit à une amplitude et une fréquence instan- 
tanées de la forme : A(x) = 2|sin(1/2z)| et v(x) = 1/(4xx?). Un exemple de 
signal réel est fourni par le signal de parole (une illustration sera donnée dans 
ce chapitre) que l’on peut modéliser comme somme de signaux asymptotiques, 
mais pour lequel le programme de Ville est totalement inadapté. 


II ANALYSE PAR ONDELETTES DE LIGNES 
SPECTRALES 


Avant d’utiliser la méthode de la phase stationnaire pour le calcul de la 
transformée en ondelettes de signaux modulés, considérons le cas plus simple de 
signaux que nous appellerons lignes spectrales. Nous appellerons ligne spectrale 
tout signal dont la représentation canonique est : 


s(x) = A(z) cos(wz) (II.1) 


c’est-à-dire tout signal de fréquence instantanée constante (ou signal à fréquence 
fixe). Nous allons voir que dans les cas où w est suffisamment grand (par rap- 
port à une échelle de référence fixée par les variations de A(x)), les coefficients 
d’ondelettes de s(x) peuvent être approximés (avec une précision contrôlable), 
faisant ainsi apparaître un certain nombre de caractéristiques, qui à leur tour 
conduisent à la caractérisation de s(z). 


II.1 Coefficients d’ondelettes de lignes spectrales 
Considérons une ondelette y(x), que nous choisissons progressive (i.e. Y% € 
H?(IR)), maximale en x = 0 (sans perte de généralité) ct “bien localisée” 
dans le domaine de Fourier ; nous noterons wo le lieu du maximum de ôl. 
Considérons maintenant la transformée en ondelettes de s(x) par rapport à 
dx) : ‘ 
Ts(b, a) = (s, (0,0) = 5 (Zs Vib,a)) (II.2) 


= = J asaje Z Z +) er (11.3) 


a 


L’idée est maintenant de développer l’amplitude 4.,(x) en série de Taylor autour 
de z = b (point où l’ondelette Yb) (z) est maximale) et d'utiliser la série 
obtenue pour approximer la transformée en ondelettes. Plus précisément : 
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Théorème 1 Soit s(x) une ligne spectrale exprimée comme en (II.1). 

i) Soit (x) une ondelette progressive, telle que C, = f |x||ÿ(x)ldr < co, et 
supposons À € C\(IR). Alors 

——-T,(b,a) = ZAC) +rı(b,a) (11.4) 

a ) 

a 


lýlaw)| 


ii) Soit (z) une ondelctte progressive, telle que C2 = f |æ}? |y(x)|dx < œœ, 
et supposons A € C? (IR). Alors 


Iri(b,a)| < - sup [A’(z)| (II.5) 


1 1 PAL iv (O) (aw) 
—-——T,,(b,a) = ~A(b)e*? + — A'(b) ei? ro(b,a) (IL6 
eee ) = 5A(bje™” + -4 (b)e a ) (IL6) 
C2 a? " 
ro{b,a)| < —— sup] A” (z II.7 
|r2(b,a)| E up| (z)| (II.7) 
En particulier : 

Tea’ 2) = TAO) + r2(b, =) (11.8) 


Avant de donner la preuve de ce résultat, il est intéressant de le commenter 
quelque peu. (II.4) montre que la transformée en ondelettes d’une ligne spec- 
trale se comporte essentiellement comme la ligne spectrale elle-même (à une 
constante près), modulo un terme d’erreur d’autant plus petit que les variations 
de l’amplitude de la ligne spectrale sont faibles. Le terme correctif r1(b,a) est 
d'autant plus petit que plaw) est grand, c’est-à-dire que a est proche de wo/w, 
et que le facteur d’échelle est petit, c’est-à-dire que w est grand. De telles 
hypothèses sont essentiellement des hypothèses d’asymptotisme faites sur la 
ligne spectrale. Enfin, (IL.8) montre que si le facteur d’échelle a est exacte- 
ment ajusté à la fréquence de la ligne spectrale, le terme d’erreur devient du 
second ordre en a et dans les dérivées de amplitude. Ceci renforce la qualité 
de approximation. 


Preuve du théorème : i) La formule de Taylor au premier ordre sur le support 
de Y(b,a) conduit à A(zo + €) = A(xo) + €F (z), avec F1 € Co(IR) et |Fi(z)| < 
sup, |A’(x)|. Appliqué à (II.3), cela donne (II.4), avec 


riba) = se [C-9Rle- per 2> 


(aw) 


P) dz (11.9) 


Analyse par ondelettes de lignes spectrales 87 


Iri (b,a) J [ul (au)lly(u)ldu) 


is 


C a 
+ sup|F(x)| 


< -~ 
2 a 
Ci A 
<= sup |A'(x 
tee 


ii) La formule de Taylor au deuxieme ordre donne 


A(xo + €) = A(xo) + €A’(x0) + Fo(z), 
avec F, € C''(IR) et 


1 
\Fa(2)| < sup 14") 


Un raisonnement similaire au précédent conduit à (II.6) et (II.7). Ceci achève 
la preuve du théorème. 

Ainsi, l’équation (II.4) montre que tant que r;(b, a) est suffisamment petit, 
T;(b, a) se comporte (à une normalisation près) essentiellement comme la ligne 
spectrale elle-même ou, plus précisément, comme son signal analytique Z,(b) = 
A(b}eiwb. 

Considérons maintenant le cas d’un signal à analyser formé de la somme de 
plusieurs lignes spectrales : 


= $ Ax(z)e** (II.10) 
k 


La linéarité de la transformée en ondelettes conduit à l’expression approchée 
suivante pour T;(b, a) : 


a) = X (awe) Ag (be? (11.11) 
k 


Sur une telle expression, on peut prédire le comportement suivant de la trans- 
formée en ondelettes. Si les valeurs numériques des fréquences w,% sont suf- 
fisamment éloignées les unes des autres, la présence du facteur Y(awx) dans 
(IL.12) fait que la contribution à T,(b,a) de la k-ième composante est localisée 
au voisinage de a = ag = wo/w. Ceci fournit une première estimation des wk. 
En revanche, si certaines fréquences wą sont proches les unes des autres, le 
problème de leur détermination devient plus ardu. 
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II.2 Caractérisation de lignes spectrales 


Si on se pose maintenant le problème inverse, à savoir celui de la caractéri- 
sation de s(x) à partir de ses coefficients en ondelettes, on procédera ainsi: La 
valeur de w peut être déterminée soit par la fréquence instantanée de T,(b, a) 
(pour une valeur fixée du paramètre d’échelle a), soit par la valeur a = do = 
wo /w pour laquelle [T, (b, a)| est maximal, pour une valeur fixée du paramètre de 
translation b. L’amplitude A(b) est ensuite obtenue avec une précision maxi- 
male (dans les limites permises par (II.7) bien entendu) en utilisant (II.8), 
c’est-à-dire en écrivant 


T; (6, ao) 


A(b) = 2 |= 
(b) (wo) 


(11.12) 


Remarque : Rappelons une fois de plus que le probleme de recherche de 
la valeur a = ao = wo/w, pour laquelle |T,(b,a)| est maximal, est par essence 
un probléme mal posé, et donne ainsi des résultats instables, en particulier en 
présence de bruit. Il faut néanmoins remarquer que la stabilité de la solution 
est ici renforcée par la redondance de la transformée en ondelettes, que nous 
avions caractérisée au chapitre II en mettant en évidence l’espace à noyaux 
reproduisants correspondant. C’est ainsi que les algorithmes que nous allons 
maintenant décrire permettent de traiter des cas bruités, dans la limite où le 
rapport signal sur bruit reste positif. Pour des valeurs plus défavorables de ce 
rapport, une régularisation supplémentaire sera nécessaire. 


Il est important de remarquer que la droite a = ag = wo/w, dans le demi- 
plan À, sur laquelle la restriction de la transformée en ondelettes est maximale 
en module, possède une propriété particulière : la restriction de la transformée 
en ondelettes y possède la même fréquence instantanée que la ligne spectrale 
elle-même. Cette remarque sera fortement utilisée par la suite pour la caracté- 
risation des lignes spectrales, mais aussi plus généralement des signaux modulés 
en amplitude et en fréquence. 

Passons maintenant au cas où plusieurs lignes spectrales sont présentes dans 
le signal analysé. Supposons en outre que les valeurs des fréquences wę sont 
connues à l’avance. Dans ces conditions, en se plaçant à b fixé et en connaissant 
par un calcul préalable les valeurs des T,(b, wo /wx), la caractérisation des Ax(b) 
se ramène à un problème matriciel, c’est-à-dire à l’inversion de la matrice : 


M(b) = (Mui(b)) = (==) “gin Vk,l (11.13) 


? Rappelons que le rapport signal sur bruit est défini comme 10 log4o (08/0), où as (resp. 
oi) est la variance du signal seul (resp. du bruit seul). 
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et au calcul de l’image du vecteur : 
Wo Wo Wo 
Ts b, — Ts b, — yey To b, — 
(2.0.2), 760, 2),...740,“*)) 


par M(b)”1. 

Nous voyons donc qu’il est crucial de connaître à l’avance les valeurs des 
fréquences des lignes spectrales et de construire un algorithme permettant de les 
déterminer. Nous allons maintenant décrire l'algorithme proposé et utilisé par 
P. Guillemain et R. Kronland-Martinet. On considère tout d’abord le cas d’une 
unique ligne spectrale de fréquence w. Nous savons par (II.4) qu’à la limite 
asymptotique, w = wo/ao, où ao est la valeur du paramètre de dilatation pour 
laquelle on a coincidence entre les fréquences instantanées de la transformée 
en ondelettes T,(b,ao) et des ondelettes #(b,as). Ceci fournit un moyen de 
détermination de ag et donc de w. Néanmoins, dans le but d’augmenter la 
stabilité de l'algorithme et de pouvoir l’appliquer à des situations plus générales, 
P. Guillemain et R. Kronland-Martinet considèrent des moyennes locales de la 
fréquence de T,(b,a)*. Plus précisément, si J = [bo, bo + T] est un intervalle de 
longueur T, on considère une valeur initiale ag de a et on calcule : 


1 ð 
wio = = Im Jr T;(b, ao) db IL.14 
(0) T [ Ob 8 ( 0) ] ( ) 


qui fournit une approximation de w. Dans le cas d’une ligne spectrale pure, 
cette approximation est aussi bonne que le permet (II.5). Si tel n’est pas le 
cas, on itère le processus en posant a) = wo/w(o), puis en calculant way = 
+ Im[ f; 2 log T. (b, ai) db | et, plus généralement, 


An = Wo /W(n-1) (II.15) 


1 Ô 
Win) = T Im| f 5p 108 Ts(b,an—1) db ] (IL.16) 


L’algorithme est donc un algorithme de point fixe, auquel on peut appliquer 
des techniques classiques pour en étudier les propriétés de convergence. 


Remarque: Si T est un multiple de la période T = 27/w, alors le membre de 
droite de (II.14) n’est autre qu’un invariant topologique appelé nombre d’enrou- 
lements (winding number en anglais), qui compte le nombre de tours effectués 
par le vecteur T;(b, as) autour de l’origine dans le plan complexe. L’invarian- 
ce de ce nombre peut s’exprimer sous la forme suivante : sa valeur n’est pas 
affectée par toute déformation du chemin sur lequel est prise la valeur moyenne, 
sous réserve que ce chemin ne croise pas un zéro du module de la transformée 
en ondelettes durant cette déformation. Cette remarque justifie la robustesse 
de l'algorithme. 


31] s’agit là d’une procédure permettant de régulariser l’algorithme qui rejoint la remarque 
précédente. 
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Si maintenant s(x) est une somme de lignes spectrales comme en (11.10), 
on observe encore numériquement une convergence très rapide de l’algorithme, 
le point de convergence étant bien entendu fonction de la valeur initiale ao. 

Avant de nous pencher sur la précision de l’algorithme, focalisons-nous tout 
d’abord sur ses propriétés de convergence, en faisant abstraction de toute hy- 
pothèse sur le signal étudié. Commençons donc par nous restreindre à un 
domaine de fréquences [wi ,w2] = [wo /a1, wo/a2], tel que T;(b, a) > 0 pour tout 
(b,a) € I x [wo/ai,wo/a2], et notons we = (wi + w2)/2 la fréquence centrale. 
Nous noterons aussi pour simplifier : 


f(b,w) = Im[log T,(b, wo /w)] (11.17) 
Notons # la fonction i 5 
nu) = à | SIb, w) db. (11.18) 


L’algorithme que nous étudions consiste donc en l’itération de « et nous uti- 
lisons le théorème des fonctions contractantes, qui s’énonce ainsi : si U est 
un domaine d’un espace métrique M, et si x est contractante sur U (c’est- 
à-dire si K(U) C U et s’il existe 0 < C < 1 telle que pour tous u,v € U, 
d(«(v),«(u)) < C'd(v,u), alors il existe un unique point fixe uœ € U, et pour 
tout uo EU, 

Koo(uo) = Jim Kk(Kk(...k(uo).….)) = too (II.19) 


Munissons donc l’axe des fréquences de sa métrique naturelle 
q 
t 
d(w,w'} = |w — w']. 


Soient fi, fo € [wi1,wo], fi < fe, et considérons le chemin fermé I dans I x 
[wo /a1, wo /a2], bord de I x [wo/a1, wo /a2]. 


T=0dI x [wo /a1, wo /a2]. (II.20) 


Alors 
fasts =0 (11.21) 
r 


implique que 


1 P ð ð 
K( fo) — (fi) = T A [ap 7 (60 +T,w) — Bot (bow) dw. (11.22) 
Ainsi, on obtient immédiatement 


Info) = ANS ŽIA- Sil (11.23) 
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où 
ð ð 
S= sup |—f(bo+T,w) — —f(bo,w)|. (11.24) 
wE[fi,f2] ðw , Ow ( i 
D’autre part, si w € [w1, w2], 
Ka Haye Elen Sue Fle za (11.25) 
1S 
< K (we) + z7“? ne wr | (II.26) 
de sorte que, si l’on suppose que 
15 
ST? = wi | < we — K(We) (11.27) 
on a bien 
K(w) < we. (11.28) 
Un raisonnement tout à fait similaire conduit a 
K(w) > wi. (II.29) 


Tout ceci conduit a: 


Proposition 1 Soient I, wi, w2 tels que T;(b,a) > 0 dans I x [w 1,42], S < T 
et que (II.27) et (II.29) soient vérifiées. Alors l’itération (II.15)-(II.16) possède 
un et un seul point fixe dans [wi , w2]. 


Remarque : Ce résultat mérite commentaire. 

e Dans la plupart des cas, S est une quantité finie, voire petite. Dans ce 
cas, il suffit donc de prendre T assez grand pour assurer la convergence de 
l'algorithme. 

e La convergence est prouvée en dehors de toute hypothèse sur le signal. 
La convergence n’est donc en aucun cas une preuve de la présence d’une ligne 
spectrale dans le signal. Il s’agit là d’un point important. 

e Le problème majeur qui se pose est ici que la convergence de Palgo- 
rithme n’entraine pas pour autant la précision de l'estimation obtenue pour la 
fréquence. En effet, la procédure de moyennisation introduite pour stabiliser 
l'algorithme a aussi pour effet de diminuer la précision de celui-ci*. Il suffit 
pour s’en convaincre de traiter comme exercice l’exemple de la somme de deux 
lignes spectrales. Dans le cas plus général d’une superposition de N lignes 
spectrales, on peut assez facilement montrer que l’erreur commise décroit en 
T~', de sorte que l’on a intérêt à considérer des moyennes sur des temps assez 
longs, d’autant plus que l'estimation précédente prouve que la convergence de 
Valgorithme est améliorée d'autant. 


4Comme toute méthode de régularisation d’un problème inverse mal posé. 
5 Avec ce que cela implique pour le temps de calcul. 
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III SIGNAUX MODULES EN AMPLITUDE ET EN 
FREQUENCE 


Entrons maintenant dans le vif du sujet en considérant, non plus seulement 
des signaux modulés en amplitude, mais aussi modulés en fréquence. Comme 
dans la section précédente, nous allons tout d’abord nous focaliser sur le cas 
où le signal étudié est lui-même un signal modulé tel que les approximations 
que nous avons décrites précédemment peuvent être employées, puis nous con- 
sidérerons le cas de superpositions de signaux modulés asymptotiques. Nous 
considérons donc des signaux s(x), dont la représentation canonique est : 


s(x) = A(x) cos (¢(z)) (11.1) 


et nous noterons Z,(x) le signal analytique associé. 
Considérons aussi une ondelette (x) et supposons de plus y € H?(IR). 
Dans ces conditions, on obtient : 


Ts(b, a) = (8, Yb,a)(T)) = LATE (x)) (111.2) 


Notre approche sera similaire à celle employée dans la section précédente, avec 
des hypothèses appropriées : estimer (III.2) par des méthodes asymptotiques 
et utiliser l'estimation obtenue pour caractériser le signal analysé à partir de 
ses coefficients d’ondelettes. 


III.1 Estimation des coefficients d’ondelettes 


Exprimons tout d’abord l’ondelette y(x) sous la forme d’une amplitude et 
d’une phase instantanées : 


W(x) = Ay(z)e'?v) (111.3) 


(III.2) s'exprime donc sous la forme d’une intégrale oscillante : 


T,(b,a) = z oah? 7 Netus) a (111.4) 


2a a 


que nous nous proposons d’évaluer par les méthodes décrites à la section II. 
Pour simplifier les écritures, nous noterons 


z—b 
Pea (z) = (x) — | e ): (111.5) 
Soit x, = t,(b,a) un point stationnaire de (4,4). Par définition, x, est un 
point où la fréquence instantanée de l’ondelette translatée et dilatée de (b, a) 
coïncide avec la fréquence instantanée du signal analysé : 


(zs) = ZA (==) : (111.6) 


a 
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supposant dans un premier temps pour simplifier que pour une paire (b,a) 
donnée, x,(b,a) est l’unique point stationnaire associé et, que en outre, 


Sh (re) > 0. (LIL. 7) 


Notons 2 le domaine de H dans lequel ces deux propriétés sont vérifiées. Dans 
Q, la formule (B.17) du complément B nous fournit immédiatement l’expression 
suivante pour T,(b, a) : 


iF sgnlO%, 4)(2.)] _p\* 
(ba) & NE (2 *) Z,(2s), (111.8) 
a |d, a) (£s)| a 


expression qui fait essentiellement intervenir le signal analytique évalué au point 
stationnaire, ainsi que l’ondelette dilatée et translatée, centrée au point station- 
naire. Le membre de droite de (III.8) doit être compris comme l’approximation 
de T,(b,a) au premier ordre de la phase stationnaire, l'erreur commise étant 
bornée comme en (B.22). 


Remarque : On peut aussi approximer T,(b, a) par des méthodes similaires 
à celles employées au chapitre précédent ; on obtient ainsi : 


T,(b,a) = 5(a'(B))* Zab) 


faisant intervenir (€) au lieu de (x) elle-même. Cette expression est légère- 
ment moins précise que (III.8). Elle nous permet cependant de remarquer que 
l'information spectrale paraît absente de (III.8). Elle se trouve en fait dans la 
dépendance en b du point stationnaire. 

Il apparaît très clairement sur (II.8) que deux ensembles de points dans 
Q sont appelés à tenir un rôle prépondérant dans ce qui suit. Ce sont les 
courbes sur lesquelles r,(b,a) = b, que nous appellerons l’arête de la trans- 
formée en ondelettes, et les courbes sur lesquelles z,(b,a) est constant, que 
nous appellerons les courbes-ondelettes. Nous allons maintenant examiner en 
détail le comportement de la transformée en ondelettes restreinte à de telles 
courbes. 


II.2 L’arête de la transformée en ondelettes 
Introduisons donc l’arête de la transformée en ondelettes comme l’ensemble 
A= {(b,a) E 2,2,(b,a) =b} (IIT.9) 
Il découle immédiatement de (111.6) que l’arête définit une courbe dans A, 


donnée par 
AU] 


SR Age 


(III.10) 
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et que la détermination de l’arête conduit immédiatement à la connaissance 
de ¢'(x), c’est-à-dire à la loi de modulation en fréquence de s(x). De plus, la 
restriction de la transformée en ondelettes à l’arête s’exprime très simplement : 


Lemme 2 
T;(b,a,(b)) & Corr(b)Z,(b) (IIL.11) 


où Corr(b) est une fonction de b entièrement caractérisée par l’ondelette p(x) 
et l’arête, et ne dépendant pas autrement du signal analysé. 


Preuve : (IIL.11) s'obtient directement en remplaçant a par a,(b) dans (IIL.8) 
et Corr(b) est donné par : 


+ e 997% ana O 
Cered 0’, (111.12) 
ar (b)? [P (6) (2) 


Pour préciser les propriétés de Corr(b), calculons 


n r(z)ġ (0) 1 „z—b 
(b,a) (T) = ig = AE ) (IIL.13) 
qui conduit à : 
ar(b) PE a, (yy ©) = — [ar (b)#,,(0) + #,(0)] (IIL.14) 


ce qui montre la propriété annoncée de Corr(b) et achéve la preuve du lemme. 


La restriction de la transformée en ondelettes à l’arête correspondante sera 
appelée le squelette de la transformée. Nous allons en effet voir par la suite que 
sa connaissance est suffisante pour reconstituer directement la transformée. Le 
squelette permet en tous cas de reconstituer le signal lui-même. En effet, une 
fois l’arête déterminée, la fonction Corr(b) est connue ainsi que nous l’avons 
vu, et il suffit de diviser le squelette T,(b,a,(b)) par Corr(b) puis d’en prendre 
la partie réelle pour reconstituer s(x). 


III.3 Les courbes-ondelette 


Considérons (bo, a,(bo)) € Q. La courbe-ondelette coupant (bo, a,(bo)) est 
définie comme la composante connexe à (bo,a,(bo)) de l’ensemble des points 
(b,a) € Q tels que 

bo —b a 
s { — ] = ——#!,(0 IIL.15 
ST) = 440), (111.15) 
c’est-à-dire comme un ensemble de points (b,a) à x,(b,a) constant égal à bo. 
Clairement, les courbes-ondelette sont entièrement déterminées par l’ondelette 
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p(z). En particulier, si (x) est l’ondelette de Morlet, c’est-à-dire une ondelette 
à fréquence constante, il est facile de voir que les courbes-ondelette sont les 
droites a = constante. C’est d’ailleurs l’une des raisons pour lesquelles les 
‘ondelettes à fréquence constante sont souvent utilisées numériquement. 
La restriction de la transformée en ondelettes à une courbe-ondelette fixée 
s’écrit : 


TH et 89 P i, a) (b0)] 1 bo —b 
Te(b, a) oz = Een = x 2,(60)~0( 7 ) (III.16) 
1844 a) (bo)| 


c’est-à-dire comme le produit de l’ondelctte dilatée et translatée (b,a) (£) cen- 
trée en bo par une fonction correctrice et, encore une fois, complètement déter- 
minée par l’arête a,(b) et l’ondelette y(x) (au facteur constant Z,(bo) près). 


Remarque : Les notions d’arête et de courbe-ondelette permettent d’exhi- 
ber une propriété remarquable de la transformée en ondelettes dans la limite 
asymptotique. La transformée en ondelettes est essentiellement déterminée par 
le signal analytique sur son arête et par les ondelettes sur les courbes-ondelette. 
Cette description géométrique simple est appelée propriété de factorisation. 


ITII.4 Extraction de l’arête 


Nous allons voir maintenant comment la simplicité du comportement des 
coefficients d’ondelette d’un signal modulé en amplitude et en fréquence per- 
met de donner des “méthodes d’extraction de l’arête” à partir des coefficients. 
Commençons par étudier le comportement du module de la transformée. Nous 
savons qu’il existe une version “ondelettes” de la formule de Plancherel per- 
mettant d'identifier le module carré de la transformée en ondelettes à une den- 
sité d'énergie dans le plan temps-fréquence. Partant de là, il paraît naturel 
que cette densité d'énergie soit localement maximale au voisinage d’une zone 
caractérisant la fréquence instantanée, c’est-à-dire au voisinage de l’arête — 
cette étude de la localisation de l'énergie dans le plan temps-fréquence est une 
méthode très classique en traitement du signal [3]. Au vu de (IIL8), c’est ef- 
fectivement ce qui se passe, si on néglige les variations dues au dénominateur. 
En effet, les ondelettes étant par hypothèse maximales en 0, la restriction de 
la transformée en ondelettes à une courbe-ondelette fixée est maximale sur 
son intersection avec l’arête. La figure V.2 représente la transformée en on- 
delettes d’un “chirp linéaire”® à enveloppe gaussienne. On notera la localisa- 
tion du module de la transformée en ondelcttes au voisinage d’une courbe. Il 


6C'est-à-dire d’un signal modulé en fréquence, la fréquence dépendant linéairement du 
temps. 
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Figure V.2 : Transformée en ondelettes (module et phase) d’un “chirp linéaire” 
(ondelette de Morlet, wo = 27). 


ne s'agit pas d’une droite car les axes représentent ici b et log(a) ; nous avons 
une transformée sur 8 octaves avec 7 échelles intermédiaires entre deux octaves 
consécutives, ce qui fait un paramètre d’échelle variant de 2 à 512 ; le signal fait 


1024 points. Néanmoins, la présence du dénominateur ,/a?|®/, a) (xs)| modifie 


la répartition de l’énergie dans le plan temps-fréquence et une estimation de 
l’arête fondée sur l’étude de |T;,(b,a)| conduit en général à un résultat biaisé. 
Nous allons maintenant voir qu’il est souvent plus astucieux de se fonder sur 
l’étude de la phase de la transformée en ondelettes. Notons 


Y(b,a) = Arg[T,(b,a)] (III.17) 


la phase de la transformée en ondelettes de s(x). Le résultat suivant permet 
l'extraction de l’arête à partir des coefficients d’ondelettes : 


Lemme 3 


i) Əv (b,a) 


== 3 A 
za — = 0 sur I’aréte. 


se dY (b,a ¢', (0) R 
i) [ t ts E re sur l’aréte. 


Avant de donner le preuve de ce résultat, notons qu’il est tout à fait com- 
patible avec la courbure des lignes de phase constante de la figure V.2, à droite. 
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Preuve 


i) Calculons 


GO) Len.) — a (y — eg (Et) 
= -1 g (72 ?) (1.18) 
par définition de x,(b,a). Ceci prouve (i). 
ii) Résulte de : 
pos 2 
Lo pe 7 ; oe, Beak (111.19) 
PE) + a ae Oo) 


ce qui achève la démonstration du lemme. 


Ces deux propriétés sont trés utiles en pratique pour caractériser des lois 
de modulation en fréquence. La procédure est donc la suivante : d’abord, on 
calcule la transformée en ondelettes, puis sa phase et, enfin, on utilise l’une des 
deux propriétés précédentes pour extraire l’arête et donc la fréquence instan- 
tanée. 


Remarque : Il convient de noter que ces deux propriétés ne caractérisent pas 
l’arête, dans la mesure où il ne s’agit pas de propriétés suffisantes pour que 
(b,a) € A. Ceci est illustré par l’exemple suivant : Si y(x) est une ondelette à 
fréquence fixe, comme par exemple l’ondelette de Morlet, les courbes-ondelette 
sont, comme nous l’avons vu, les droites a = constante. Dans ce cas, on a 
OY(b,a)/0b = $1,(0)/a partout, ce qui ne caractérise plus rien. Nous verrons 
un peu plus loin que des approximations plus précises permettent de traiter cet 
exemple. 


Superposée aux deux images, l’arête de la transformée, calculée à partir 
d’un algorithme déduit du lemme 3-(ii) est aussi représentée sur la figure V.2. 
Le calcul a été effectué sur les 500 échantillons situés au milieu du signal. On 
voit bien notamment la relation entre l’arête et la courbure des lignes de phase 
constante sur la figure de gauche. 


IIL5 Une implémentation possible 


Soit s(x) = A(x) cos¢(x) un signal satisfaisant les hypothèses standard ; 
nous avons donc à déterminer l’arête a,(b) = ¢/,(0)/¢'(b). Partant de l’un 
des critères donnés au lemme 3 (prenons le second critère pour être précis), le 
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problème se ramène, pour tout b = bo, à un problème de recherche numérique 
des zéros d’une fonction de a, en l’occurrence : 


1, (0 
fa (a) = [Z miog T(b0)| = Sy(0) 


z,(b,a)=bo a 


Pour tout bo, ce problème peut être résolu par une méthode de point fixe 
standard (méthode de la sécante, méthode de Newton, ...). Nous décrirons ici 
le cas de la méthode de Newton. 

On considère un échantillonnage fini bo,b1,...bn_1 de la variable b. 


e Le cas où b = bọ : Soit a = ao un premier candidat pour a;,(bo). 
L’itération de Newton 


agir = ak Fo, (ax) 
y1 = ap — 
Oa fog (ax) 
(stoppée lorsque la précision est suffisante) fournit une estimation de 
a, (bo). 
e Le cas général b = b, : De nouveau Vitération de Newton 
heme: fo, (ax) 
(=a 
is da fe, (ax) 


fournit une estimation de ap(bn) ; on a besoin pour cela d’un candidat 
initial pour a,(b,), qui peut être l’estimation obtenue pour ap(bn-1) ou 
une extrapolation à partir des estimations de a.(b,-_1), a,.(bs_2),…. On 
dit alors que l’algorithme suit l’arête “en continu”. 


e Sibo,b1,.….bn-1 est un sous-échantillonnage de la variable de translation, 
les valeurs intermédiaires peuvent être obtenues par interpolation, l’aréte 
a,(b) étant de toute façon supposée régulière, d’après les hypothèses 
faites. Une interpolation par des fonctions splines cubiques fait en général 
parfaitement l'affaire. 


Exemples : Reprenons l'exemple que nous avons montré au tout début du 
signal sonar de chauve-souris (voir figure V.1). La figure V.3 montre l’arête qui 
a été extraite à partir de la transformée en ondelettes (figure V.1) de ce signal 
(ondelette de Morlet). 

Si nous reprenons maintenant l'exemple de ce même signal, plongé cette fois 
dans un bruit blanc gaussien centré, dont la variance a été ajustée pour obtenir 
un rapport signal sur bruit égal à OdB (t.e. la variance du signal utile est égale 
à la variance du bruit), l’arête peut toujours être identifiée de la même façon. 
La figure V.4 représente le signal, le module de sa transformée en ondelettes et 
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l’arête correspondants, calculés dans les mêmes conditions que précédemment. 
Il est remarquable de constater que l’arête est presque exactement la même 
que plus haut, alors que le bruit est aussi fort que le signal utile. La raison 
essentielle en est que le signal est très localisé dans le plan temps-fréquence, ce 
que n’est pas un bruit blanc. On montre facilement que si n(z) est un bruit 
blanc de variance o°, E[|T;,(b, a)|?] = Ko?/a, où K est une constante qui ne 
dépend que de l’ondelette. 


II.6 Commentaires, développements 


Le problème de caractérisation de certains signaux par amplitude et fréquen- 
ce instantanées est encore loin d’être résolu. C’est pourquoi il nous semble utile 
de compléter cette section par un certain nombre de remarques, concernant les 
limites de la méthode ainsi que quelques possibles alternatives. 


e Nous n’avons parlé plus haut que de la méthode de Newton. Il existe 
quelques variantes, notamment celle de R. Kronland-Martinet qui est particu- 
lièrement intuitive. Il s’agit encore d’un algorithme de point fixe ; l’idée est 
maintenant de voir la fréquence (i.e. la dérivée de phase) de la transformée en 
ondelettes comme résultant d’une interaction entre la fréquence instantanée du 
signal et celle de l’ondelette dilatée et translatée et se trouvant donc “quelque 
part entre les deux”. Pour tout b, on remplace alors l’itération de Newton par : 


d 
— Imlog T,(b, ax) 


ak+1 = by(0)/ E 
z,(b,a,)=b 


le reste de l’algorithme étant inchangé. Cette méthode fournit des résultats à 
peu près équivalents à l’autre en temps de calcul. 


e Tout ce que nous avons décrit dans le cas de la transformée en ondelettes 
peut aussi étre développé dans le cas de la transformée de Gabor. Le chemine- 
ment est exactement le même. Supposons donné un signal de la forme s(x) = 
A(x) cos¢(x) vérifiant nos hypothèses standard et une fenêtre g(x) que l’on 
met, elle aussi, sous la forme g(x) = A(x) exp{id,(x)}. Avec des arguments en 
tous points similaires aux précédents, on montre que la transformée de Gabor 
peut être approximée (à des termes correctifs faisant intervenir les dérivées 
successives des amplitudes et des phases) comme 


Z(xs)g(zs _ b)te—t (zo) 


Gs(bw) ~ Corr(b,w) 


où Zs = Ta(b,w) est le point stationnaire (encore une fois supposé unique) tel 
que 
Pts) = $4 (ts—b) + w 
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Figure V.3 : Arête de la transformée en ondelettes de la figure V.1 (arête a 
été calculée sur les 1000 échantillons au centre des 1 300 que compte le signal). 


Figure V.4 : Aréte de la transformée en ondelettes du signal de chauve-souris 
bruité par un bruit blanc gaussien centré. 


Signaux modulés en amplitude et en fréquence 101 


et 
11 _ All = 
Corr(b,w) = 218" (z3) — hg (zs — Osa seni" te) -6l -t)) 
T 
On montre alors que la transformée de Gabor se localise au voisinage d’une 
arête w = w,(b), reliée à la fréquence instantanée comme 


wr (b) = $'(b) — $,(0) 


et que la restriction de la transformée de Gabor à cette arête (i.e. son squelette, 
pour conserver la même terminologie) permet de reconstituer le signal lui- 
même. De plus, un algorithme de point fixe similaire au précédent permet le 
calcul numérique de l’arête. 


e Dans le cas d’un signal comportant plusieurs composantes modulées en 
amplitude et en fréquence, plusieurs utilisations successives de la méthode 
précédente (avec différentes initialisations) fournissent en principe les arêtes 
correspondantes, sous réserve que celles-ci “n’interagissent pas”. On donnera à 
cette contrainte la signification heuristique suivante. On peut associer à toute 
fonction son “domaine de localisation temps-fréquence”, une portion du demi- 
plan H dans laquelle elle est localisée. On dira que deux arêtes interagissent 
s’il existe une ondelette telle que les deux arêtes intersectent son domaine de 
localisation temps-fréquence. Dans ce cas, l’ondelette “voit” simultanément 
les deux composantes et le coefficient correspondant traduit les interférences 
entre les deux composantes. Le comportement du module et de la phase de 
la transformée en ondelettes ne sont plus les mêmes : les approximations qui 
sont à la base de la méthode ne sont plus valides et les algorithmes de calcul 
numérique de l’arête décrits plus haut fournissent une estimation biaisée. 


e Cette remarque nous ramène de façon indirecte au problème de traite- 
ment du signal adaptatif. Il existe des signaux pour lesquels la transformation 
en ondelettes permet de “séparer les composantes” alors que la transformée de 
Gabor le permet, et inversement. Un exemple révélateur est fourni par le signal 
de parole, qui peut être modélisé comme un signal “localement harmonique”, 
en ce sens que certains phonèmes font clairement apparaître un certain nombre 
d’harmoniques. Les harmoniques étant séparés en fréquence par la fréquence 
du fondamental, la transformation de Gabor permettra de les séparer tant que 
la largeur de bande de la fenêtre est inférieure à la fréquence du fondamental. 
C’est ce que l’on peut voir par exemple sur la figure V.5, qui représente le mo- 
dule de la transformée de Gabor du mot /hello/, prononcé d’une voix chantante 
(très modulé)”. On voit très clairement apparaître un certain nombre d’arétes, 
bien dessinées. Chacune peut être facilement détectée par un algorithme du 

TIl s’agit d’un signal de durée 1 seconde, échantillonné à 8kHz environ. On a utilisé 


une fenêtre gaussienne, de longueur 16 ms environ ; la représentation est une représentation 
linéaire en fréquence, entre 0 et 4kHz environ. 
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même type que ceux que nous avons décrits plus haut (voir Figure V.7). En 
revanche, sur la figure V.6 est représenté le module de la transformée en on- 
delettes du même signal® ; on constate que seul le fondamental est bien marqué, 
les harmoniques étant très perturbés par les interférences se traduisant par des 
oscillations du module. Ceci repose le problème de trouver la représentation 
“la mieux adaptée” d’un signal donné. Dans le contexte de ce chapitre, “mieux 
adapté” signifie littéralement “qui permet de donner une description en terme 
de superposition de composantes modulées en amplitude et en fréquence”. 


e Nous avons déjà eu l’occasion de signaler Vinstabilité (potentielle) des 
algorithmes décrits plus haut. En particulier, dans le cas de signaux très bruités 
(i.e. de la forme A(x) cos¢(x) + n(x) où n(x) est un bruit de grande va- 
riance), la caractérisation de (ou des) aréte(s) devient problématique. II est 
alors nécessaire d’adopter une stratégie quelque peu différente et d’utiliser plus 
pleinement les informations dont on dispose a priori , notamment la régularité 
de l’aréte. Une stratégie possible revient à se placer dans l’espace de toutes 
les arêtes possibles et à rechercher laquelle est “la plus vraissemblable”en te- 
nant compte du signal observé (ou de sa transformée en ondelettes). Par “la 
plus vraissemblable”, on entend “qui minimise une certaine fonction de coût”, 
construite à partir des hypothèses a priori, qui sont : 


e la transformée en ondelettes est maximale au voisinage d’une courbe 
d’équation a = (b) ; 


e cette fonction y(b) est une fonction lentement variable de b. 


Un choix possible est le suivant : 


Esl = — f Trola à f lea (111.20) 


Le premier terme renforce la localisation de l’énergie sur l’arête et le second ren- 
force la régularité de (b) ; À est un paramètre qui contrôle l'importance relative 
que l’on entend donner aux deux termes. La minimisation d’une telle fonction- 
nelle est un problème classique. L'expérience montre (voir [5]) que, tant que 
le rapport signal/bruit n’est pas trop défavorable, il est possible d’utiliser des 
méthodes numériques classiques de résolution des équations d’Euler associées 
à (IIL.20), i.e. 
Ay = A7! [daly] (,e(0)) (111.21) 
En revanche, quand le rapport signal/bruit devient trop défavorable, il est 


nécessaire d’utiliser des méthodes plus robustes (un algorithme de recuit simulé 
dans [5]). De nouveau, de nombreuses variations autour de cette méthode de 


8On a utilisé ici une ondelette de Morlet standard, avec wọ œ% 6. La représentation est 
logarithmique : 5 octaves (puissances de 2) et 9 échelles intermédiaires entre deux octaves. 
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Figure V.5 : Transformée de Gabor (module) du mot /Hello/ (1 seconde) 
prononcé de manière fortement modulée (fenêtre gaussienne de longueur 16 ms). 


Figure V.6 : Transformée en ondelettes (module) du mot /Hello/ (1 seconde) 
prononcé de manière fortement modulée (ondelette de Morlet). 
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Figure V.7 : Arêtes de la transformée de Gabor du mot /Hello/. 


caractérisation sont envisageables. Notons aussi que, dans les cas très bruités, 
la formule classique de reconstruction du signal à partir de l’arête devient elle 
aussi difficilement utilisable. On peut alors la remplacer par une stratégie de 
minimisation, faisant intervenir la dernière information a priori sur le signal 
que l’on n’a pas encore utilisée : la lenteur des variations relatives de amplitude 
du signal. La solution proposée dans [5] est la suivante : Etant donnée la fonc- 
tion y(b) ainsi qu’un certain nombre de valeurs du squelette 2x = T (bk, p(bk)) 
associé au signal observé (i.e. signal + bruit), le signal reconstruit est la fonc- 
tion f(x) qui minimise la fonction de coût 


red = [tbe fa +e Er. (be) db (2) 


avec les contraintes 

T} (bk P(bk)) = Zk - (111.23) 
Le premier terme de (ITI.22) (qui n’est autre que ||f;ec||? à une constante près) 
renforce la localisation de T}; au voisinage de a = ((b) en minimisant l’énergie 


globale de Î (x), et le second impose des variations lentes de l'amplitude du 
signal reconstruit”. 


°En fait, la solution proposée dans [5] est fondée sur une approximation de (111.22) par 
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IV LE CAS BIDIMENSIONNEL 


Tous les algorithmes développés dans le cas unidimensionnel sont générali- 
sables au cas multidimensionnel (et donc au cas bidimensionnel en particulier), 
sous réserve d'utiliser une version adaptée de la transformée en ondelettes. Le 
problème étant de caractériser des fréquences locales dans les signaux, il est 
nécessaire d'utiliser des ondelettes permettant une bonne analyse spectrale, 
donc les ondelettes de R. Murenzi [19] (ou leur modification décrite au chapitre 
précédent!°), Nous allons nous borner ici à décrire le cas bidimensionnel, les 
dimensions supérieures se traitant similairement (ce qui ne veut pas dire que 
ce soit aisé du point de vue pratique, les temps de calcul numérique devenant 
rapidement énormes). 


IV.1 Analyse de lignes spectrales 


Cette fois encore les lignes spectrales sont caractéristiques du comportement 
des ondelettes dans ce cas de figure. Comme en dimension 1, on appellera ligne 
spectrale un signal stationnaire du type 


s(x) = A(z)et** (IV.1) 


où k € IR? est une fréquence constante. En suivant point par point la dé- 
monstration décrite dans le cas unidimensionnel, on obtient ainsi le résultat 
suivant : 


Théorème 2 Soit s(x) une ligne spectrale exprimée comme en (IV.1). 


è Soit y(x) € L?(IR?) une ondelette telle que l’on ait : 
Cı = | ileal + leallé(æ)lar < 00, 


et supposons A € C!(IR?). Alors 
1 . 
————_T,(b,a,r) = A(b)e*”’ + r1(b,a,r) (IV.2) 
w(ar-).w)* 


ri(b,a,r < Cı su VA(z IV.3 
meals arie (VS 


e Soit y(x) une ondelette telle que 
J tissllétæ)laz < 00 vi,j= 1,2, 


une forme quadratique. 
10Ces deux versions coincident dans le cas où n = 2. 
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et supposons A € C?(IR?). Alors 


TERR a,r) = 
ÿ(ar-1 w) | (IV.4) 
A(b)e'? — iaV A(b}e . ——— + r2(b,a,r) 
w(ar-}-w) 
2 
(r2(b,a,r)| < C—— m sup VV A(z) | (IV.5) 
lw(ar-!-w)| z 
pour une certaine constante C. En particulier : 
1 Wo iwb Wo 
= Ts(b, —) = A(b}e“? + r2(b, —) (IV.6) 
ylw)" W W 


Preuve : Le théorème résulte des mêmes arguments que son analogue unidi- 
mensionnel, c’est-a-dire essentiellement de la formule de Taylor appliquée 4 
Vamplitude du signal au voisinage de z = b. 


IV.2 Fréquences locales bidimensionnelles et texture 


Il est possible de généraliser ’analyse unidimensionnelle au cas de la carac- 
térisation de fréquences locales dans les signaux bidimensionnels et les images. 
La difficulté usuelle pour ce probléme est qu’il n’existe pas de notion de signal 
analytique & deux dimensions et donc pas de définition de fréquence instan- 
tanée !!, Néanmoins, comme nous l’avons vu dans le cas unidimensionnel, les 
ondelettes progressives permettent de sélectionner automatiquement les bonnes 
fréquences et de travailler implicitement sur le signal analytique. Dans le cas 
bidimensionnel, en utilisant les ondelettes de R. Murenzi [19], on peut travailler 
localement en fréquence et ainsi découpler des composantes différentes dans une 
image. 

L’algorithme présenté ct développé ici est la généralisation directe de celui 
étudié à une dimension. Il est donc fondé sur une analyse du comporte- 
ment de la phase de la transformée en ondelettes qui, en présence d’une com- 
posante de type Aexp{id}, a tendance à se comporter comme la phase de 
cette composante. L’algorithme consiste donc en une recherche des valeurs des 
paramètres de position, échelle et rotation pour lesquels l’on a coincidence en- 
tre la fréquence instantanée de la transformée et celle de l’ondelette translatée, 
dilatée et tournée. 

Les mêmes notions d’aréte ect de squelette que dans le cas unidimensionnel 
peuvent étre développées. L’aréte est ici une surface dans un espace de quatre 
paramètres et, en fait, un champ de vecteurs bidimensionnels. Ces vecteurs 
sont identifiés à des vecteurs d’onde locaux associés au signal analysé. 


1 Une définition possible est proposée dans [15]. 
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Plus précisément, on modélisera une “texture régulière” comme une somme 
de composantes du type : 


si(x) = A; (x) cos (¢;(x)) (IV.7) 


où A(z) est une amplitude, à valeurs réelles, que l’on supposera lentement varia- 
ble par rapport aux oscillations. Alors, si y(x) est une ondelette bien localisée 
des deux cotés de la transformée de Fourier, la transformée en ondelettes sera 
bien localisée au voisinage des points 


(b; a; = —— 5; = _(ko, Voi(b)) 
E VAO [oll V4: (bi 


dans l’espace des phases. On utilisera alors la même procédure que dans le cas 
unidimensionnel. 
Considérons donc un signal de la forme : 


s(x) = A;(z) cos (¢(z)) (IV.9) 


) (IV.8) 


et mettons l’ondelette sous la forme : 

W(x) = Ayr) ve) (IV.10) 
Les coefficients T,(b, a,@) s’expriment donc sous la forme d’une intégrale oscil- 
lante : 


T. = 3 pe 2 )piD(8.a.8)(7) 

{ s = + f A(z)Ay(r_-o- )e dz (V11) 
Baez) = (x) — by (r-0 - Et) 

D’après l'argument de la phase stationnaire, la contribution essentielle à cette 

intégrale est fournie par les points stationnaires zs de la phase 440,9 (x), i.e. 


les points z, = 2,(b,a,6) tels que : 


veais Lro 7. (rs 2 *) (xs) (IV.12) 


Avec la méme procédure que dans le cas unidimensionnel, on obtient, en posant 
(z) = Pisao) (T) (les calculs ne présentent pas de difficulté majeure et sont 
laissés au lecteur, voir [11]) : 


_ s(xs)p(r_o . 2) 
T;(b, a, 8) = ~“Corr(b,a,0) + R(b, a, 0) 


Corr(b,a,8) = (IV.13) 


le a E (3&8)? ei F sgn(0i 25 — (8; 92)?) 


où R(b,a,@) est un reste que l’on peut estimer comme précédemment. 
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Il s’agit donc d’une expression très similaire à celle obtenue en dimen- 
sion 1 et faisant apparaître les propriétés de localisation de la transformée 
indiquées en (IV.8). On a donc besoin d’un algorithme permettant de carac- 
tériser numériquement cette localisation. Ceci est fait en généralisant directe- 
ment la méthode unidimensionnelle, c’est-à-dire en se basant sur la phase de 
la transformée en ondelettes. 

On définira de nouveau l’arête de la transformée en ondelettes comme l’en- 
semble des points dans l’espace des paramètres où l’on a: 


a,(b,a,0) =b (IV.14) 
On voit immédiatement que : 
Arg[T,(b, a,8)] = 
(zs) — by (r-o = *) - 5 soit ® — (03,%)) ee) 
et donc 
Vi Arg[T.(b, a, 6)] = a™>ro Véy(0) sur l’arête. (IV.16) 


Ainsi, le vecteur d’onde local associé à la transformée en ondelettes coincide sur 
l’arête avec celui de l’ondelette translatée, dilatée et tournée correspondante. 
On peut de nouveau utiliser ce critère pour la caractérisation numérique de 
l’arête, en utilisant un algorithme de point fixe similaire au précédent : De 
nouveau, on peut utiliser un algorithme fondé sur une méthode de Newton ou 
une généralisation bidimensionnelle de la méthode de Kronland-Martinet (voir 


[11}). 


IV.3 Illustrations 


A titre d'illustration, considérons l’image de la figure V.8, qui est clairement 
une image comportant une texture simple, contenant deux composantes. 

La méthode des arêtes et des squelettes permet d'isoler les deux com- 
posantes par leur champ de fréquence locale, représenté sur la figure V.9 par 
des aiguilles de longueur proportionnelle à la fréquence locale et d’orientation 
parallèle à la fréquence locale. 

Comme dans le cas unidimensionnel, le squelette permet de “resynthétiser” 
séparément les deux composantes, comme nous le montre la figure V.10. 


V COMMENTAIRES ET RÉFÉRENCES 


L'étude des signaux modulés en amplitude et en fréquence est l’un des sujets 
les plus anciens du traitement du signal [22]. Une importante littérature lui est 
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Figure V.8 : Image contenant deux textures différentes. 


PPPZ 
AKL LAA AAA 
AK ALAA AAA 
a a a a ee 
KK RSA AAA 
KA LAS AAA 
AX KKK RAR 
a a a a a a ae 
KX KK AM A 
KX KK KK HK OX 
KKK KK KK 
XK MX MX 
XX KX KH 
KKK KOK KK XX 
KK XX KX XX 
XXX KKK XK OX 


XX OX OX XX OX OKON OKON OKON OO 
XX XX XX OK OX OX OK OX OK OKON OX 
XX OX OX OX OX OX OX OK OKON OKON OX ON 


FA 
LA 
44 
LA 
4A 
LA 
xx 
xx 
xx 
xx 
x x 
xx 
xx 
xx 
xx 
xx 


Figure V.9 : Fréquences locales des textures de la figure V.8. 
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Figure V.10 : Les deux textures resynthétisées séparément. 


consacrée, en particulier dans le domaine de l’analyse temps-fréquence (voir par 
exemple [3], [9] et [20]). On trouve de nombreuses applications en radar/sonar, 
mais également en musique (voir par exemple [12] ou [23]) ou en traitement de la 
parole, où des modèles de parole fondés sur des superpositions de composantes 
modulées en amplitude et en fréquence sont souvent pertinents [16]. L’emploi 
des méthodes asymptotiques est aussi une chose très usuelle chez les analystes 
de signaux. En particulier, de telles méthodes ont été employées pour étudier 
la localisation de l’énergie dans le plan temps-fréquence, notamment sur des 
distributions du type Wigner-Ville (voir [3] et [9] par exemple). En revanche, la 
phase est longtemps restée peu employée au niveau de l’analyse par ondelettes 
et ce n’est que depuis les travaux de A. Grossmann et R. Kronland-Martinet, 
entre autres, que la phase a été systématiquement utilisée (voir [12] pour une 
synthèse). 

L'utilisation systématique de la phase stationnaire pour l'estimation des 
coefficients d’ondelettes a commencé dans [8] et les algorithmes décrits ici se 
trouvent dans [7]. La version bidimensionnelle décrite a été développée dans 
[11] (voir aussi {4} pour une approche voisine du problème des textures dans 
les images et [2] pour une autre approche de la séparation de composantes 
asymptotiques). 

Signalons aussi que des idées voisines et fondées sur la même heuristique (à 
savoir l’étude des propriétés de localisation de la transformée en ondelettes de 
fonctions présentant de fortes oscillations) ont été exploitées par Meyer (voir en 
particulier [14], [17], [18]) dans un contexte d’analyse réelle pure. Le principal 
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résultat est la caractérisation de certains types de singularités oscillantes (des 
“chirps trigonométriques” dans le langage de [17]) au moyen de leurs coefficients 
en ondelettes, ce qui prolonge l’analyse développée au chapitre précédent. Dans 
le même ordre d'idées, A. Arneodo et ses collaborateurs ont mis au point un 
“formalisme multifractal” prenant en compte de telles singularités oscillantes, 
faisant également le lien avec la discussion du chapitre précédent. 
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VI COMPLEMENT B : APPROXIMATIONS 
ASYMPTOTIQUES ET PHASE STATIONNAIRE 


Nous nous sommes intéressés & des approximations de la transformée en on- 
delettes appelées approximations asymptotiques. La signification de ce terme 
est la suivante : nous considérons des développements en série des coefficients 
d’ondelcttes, dont la convergence peut être problématique, mais dont les pre- 
miers termes (et même en général le premier terme) suffisent à donner une 
excellente approximation. 

Il nous semble nécessaire de décrire brièvement ce qu’est un développement 
asymptotique, ainsi que la méthode de la phase stationnaire que nous utiliserons 
ici pour approximer la transformée en ondelcttes. Nous nous restreindrons au 
cas unidimensionnel, renvoyant à [6] pour plus de détails et pour les cas de 
dimensions supérieures. 


VIL1 Développements asymptotiques : un exemple simple 


L’exemple le plus couramment utilisé pour illustrer les développements 
asymptotiques est celui de la fonction d’erreur, ou fonction Er f : 


Erf(x vz fe edt z>0 (B.1) 
RG 
Le développement en série de Taylor de exponentielle produit la série suivante : 
9 
DRE ir (B.2) 


qui est absolument convergente, mais dont l’évaluation numérique est horri- 
blement difficile pour les grandes valeurs de |z|. En effet, le terme générique 
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de la série ne commence à décroître que lorsque k devient du même ordre de 
grandeur que |z|*. En revanche, Er f(x) peut aussi s’écrire comme : 


Erft)st- + fe -Pdt z>0 (B.3) 
ou encore, apres avoir posé u = t? = x 


(B.4) 


eee f9 i. du 
Er f(z) = | e e EE 7 EE 


Le développement du binôme (1+ z)° = De, Cta)! yk z* suggère alors d’ap- 
proximer Er f(x) par la série tronquée 


N 
— D 1/2)1e (B.5) 
k=0 


Erf(x)= 1- 


ce qui est fait en pratique. Le terme générique d’une telle série décroit très 
rapidement dans un premier temps, puis croît dès que k et |z|? sont du même 
ordre de grandeur, de sorte que la série entière serait finalement divergente. 
La raison essentielle de cette divergence est que le domaine d’intégration [0, oo] 
n’est pas contenu dans le domaine de convergence de la série binômiale. En 
revanche, la présence du facteur e~“ fait que l'intégrale peut être tres bien 
approximée par une intégrale finie entre 0 et un certain uo, choisi de sorte que 
El < 1. Par exemple : 


2 œ 
ee k—1/2)! Dog Le ek 
Erf(x)}=1- 7S D C- a e“u*du + r1(z) (B.6) 
k=0 
où r1(x) est un reste facile à estimer. Notons que la série entière est alors 


absolument convergente. On l’approxime par une série tronquée ak = N: 


Er f(x) = 


ete got | atau ete) Le GT 
k=0 h | | 


avec r2(x) un autre reste estimé par des techniques classiques. Notons que la 
série converge, son terme générique étant en k~/?, Enfin, l’intégrale dans (B.7) 
est approximée par une intégrale sur [0,00], ce qui donne (B.5) à un nouveau 
terme d’erreur r3(z) près. De plus, on montre facilement que 


Iri (z)| + |r2(2)| + |ra(x)| ~ O(e7*) (B.8) 


Ainsi, ce terme reste négligeable tant que z~?% >> (N — 3/2)!, autrement dit 
pour des grandes valeurs de N, N << x°. 
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VI.2 Méthode de la phase stationnaire : calcul des premiers 
termes 


La méthode de la phase stationnaire procède de la même logique. Il s’agit 
d'évaluer une intégrale de la forme : 


I= ‘i M(z)e dz (B.9) 


pour laquelle on suppose que les variations relatives de M(x) sont lentes par 
rapport aux variations de f(x). I est donc une intégrale rapidement oscillante, 
de sorte que l’on peut s’attendre à des phénomènes de compensation sur des 
intervalles en x où e’/(*) effectue une oscillation complète. Ceci est concrétisé 
par le résultat suivant : 


Lemme 1 Soit M € Cp°(IR) et soit f € C(IR) à valeurs réelles telle que 
f'(x) > 0Vz € Supp(M). Alors 


/ M(a)e*! daz = O(u-*) Wk € IN (B.10) 


Preuve : Supposons que z — f soit un changement de variable sur Supp(M). 
Si tel n’est pas le cas, on s’y ramène à l’aide d’une partition de l’unité, i.e. en 
écrivant M(x) = > M{(x)u\(x), où les fonctions u, € C° (IR) sont telles que 
>> ua(z) = 1 presque partout et pour tout À, z > f est un changement de 
variable sur Supp(Mu,). L’intégrale s’exprime alors comme : 


Mr (PF) ins 
fr 


c’est-à-dire comme la transformée de Fourier de M/f'. Le lemme est alors 
obtenu par k intégrations par parties. Ici, le paramètre y a été introduit pour 
contrôler les oscillations de l'argument de l’exponentielle. La limite y — co est 
appelée limite asymptotique. 

Considérons maintenant le cas où il existe un ou des points x, (dits points 
stationnaires) tels que f’(z,;) = 0. Le mécanisme de compensation ne fonc- 
tionne plus au voisinage de tels points, qui contribuent donc de façon impor- 
tante à I. Il est donc naturel de construire un développement en série autour 
de chaque point stationnaire. Ecrivons donc : 


I = eff (es) Je Polas (B.11) 
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Supposons pour simplifier que f’(z,) > 0, f(x) — f(x.) se comporte donc 
comme (z — Ts)? au voisinage de x, et introduisons une variable u telle que 


= i[f(x) — f(xs)] (B.12) 
Au voisinage de zs, on obtient : 
we ~s(e — ts) f" (£8) (B.13) 
On écrit alors : 
pagre [ MIC) ue a, (B.14) 
[a] 
dz 
que l’on développe en série : 
in M (0 ia 
I = ef EN [ute du (B.15) 
k 
M*)(0)(k — 1/2)! 
— pif(æs) ee A B 
=e 2 DE) (B.16) 
où l’on a posé : 
M(z(u)) 
Mu) = [ay 
dz 


Considérons par exemple le premier terme de ce développement en série, qui 
est celui que nous utiliserons essentiellement par la suite : 


M(z.)V2 eizSgnlf"(z.)] 


A0) = — 
HO TNA 
conduit à ster pastas 
eit Son GE : 
yb 7 f(z.) 
Fio) = 27 TUE NUE M(z,)e’ (B.17) 
Le terme suivant est proportionnel à “4 (0) <oeta fv ue“ du = 0; il 


vaut donc [(;) = 0. Passons donc au terme d’ordre 2. Unc ui élémentaire 
montre que : 
d?M(u) z M" u? —~3M'u'r G M (3u 12 u'u”) 
du? u!5 


(B.18) 


L'évaluation des dérivées successives de u en zs conduit a: 


esi Sgn "(z,)] 
as “ IT CEE 
"Cs s)| f” (z3)|3/2 


[wene 
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—M'(x5)f'" (rs) f" (ts) + Mee) s) [pf (x sy — 31a) "(ea } (B.19) 


de sorte que le troisième terme est donné par : 


Var eaS ad  : a 2 
T(2) = CEJANA f(z.) [mleta 
Mle.) 


-M' 2.) (20) e+ MED ere -3a e} B0 

Remarque : Une procédure tout à fait similaire peut être employée si, par 
exemple, toutes les dérivées de f(x.) s’annulent jusqu’à un certain ordre k — 1 
et fW(x,) > 0. Dans ces conditions, le calcul de la série asymptotique se 
ramène à l’évaluation d’intégrales du type f ue" du. A titre d'exemple, le 
premier terme de la série asymptotique dans le cas k = 3 s'écrit : 


1 e 6 Sgn f” z,)] . 
1/3 i 8 
D) qe ee 


V1.3 Méthode de la phase stationnaire : qualité de 
l’approximation 


Dans les applications de la méthode de la phase stationnaire que nous dé- 
velopperons, nous nous contenterons de l’approximation donnée par le premier 
terme (B.17) du développement asymptotique. Pour juger de la qualité de 
l’approximation, on peut soit se contenter de comparer le résultat obtenu au 
terme suivant (B.19) du développement, soit tenter d’estimer l’erreur commise. 
Nous donnons ici un résultat qui permet d’estimer cette erreur. Le lecteur 
intéressé peut se référer à [13] pour une présentation plus détaillée et des esti- 
mations plus précises. 


Théorème 1 Soient M € CẸ(IR) et f € C(IR), f(x) à valeurs réelles. Sup- 
posons que x, soit l’unique point stationnaire de f(x) et que f”(x) ne s’annule 
pas sur le support de M. Alors 


1. Il existe une constante C > 0 telle que 
. i= Sgn[f""(ze)] 
if) dy = e 
[mek dz = V2r TERNE 
n 4 We 
ir] < C sup | M (zy M GIE @) 
zESupp(M) f (x) / f"(z) / 


M(z)f" (2) | | |M(z)f""() 
f" (zy)??? f"(z)P/? | (B.22) 


M(z,)ef@9 +r (B.21) 


+ 
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2. A la limite  — co, on a le comportement asymptotique : 


ef FSon[s"(z.)] 


f(x) 72 M (zje C» 


= O(u-*/?) 
(B.23) 


[Maea — V2r 


Preuve 
1) Si zo € IR, si U est un voisinage de zp et si f € C*(U), la formule de 
Taylor s’écrit : 


Iot) = Yo 8100) + GE [ (1=t)-17 (zo + te)dt (B.24) 


pour tout z = zo +€ € M donne, pour k=2: f(xo+e) = f(xo) +ef'(xo) + 
e F(z), avec Fy € CU) et |F2(x)| < $ 2 SUPzeu |f" (x)|. En insérant ceci dans 
(B.14) et en utilisant les évaluations des premiers termes Io) et Ig) prouve 
(B.21). On a alors : 


r= sete J Fatwuter*’du 


et 
1 
irl < 5 Le (Fa f vedu (B.25) 


L’estimation précédente, combinée avec un calcul similaire à (B.18) et (B.19) 
conduit à (B.22). 


2) découle trivialement de (1) et le théorème est prouvé. 
Notation : Tout au long de ce chapitre, nous utilisons le symbole A = B 


pour signifier que B est le premier terme du développement asymptotique de 
À considéré. 


Chapitre VI 


ONDELETTES DISCRÈTES, REPÈRE 
D’ONDELETTES ET DE GABORETTES 


Dans la plupart des applications numériques présentées dans les chapitres 
précédents, il est bien clair que l’on n’a pu évaluer numériquement les valeurs 
des coefficients d’ondelettes T;(b, a) pour tous (b,a) € Mx IR. Il est nécessaire 
d’échantillonner Ty, c’est-à-dire de se contenter des valeurs prises par T;(b, a) 
sur un sous-ensemble discret de JR x IR}. Dans les exemples numériques 
en question, l’échantillonnage était suffisamment fin pour que la transformée 
échantillonnée donne une description assez précise de la fonction analysée. 
Néanmoins, il est utile d’être un peu plus précis et d’estimer la qualité de 
l’approximation fournie par l’échantillonnage de la transformée en ondelettes. 
C'est le propos de la théorie des repères d’ondelettes (ou de gaborettes) que 
nous allons décrire dans ce chapitre. Mais avant d’entrer dans le vif du sujet, il 
est utile de décrire, dans ses grandes lignes, la théorie abstraite des reperes dans 
un espace de Hilbert. Nous nous intéresserons par la suite aux cas particuliers 
des repères de gaborettes et d’ondelettes, avec leurs spécificités. 

Nous décrirons de plus une variante des ondelettes discrètes, se situant a 
mi-chemin entre les décompositions continues et les repères et qui sont utiles 
dès que l’on veut construire des représentations qui soient covariantes comme 
les représentations continues. 


I THÉORIE ÉLÉMENTAIRE DES REPÈRES 
DANS UN ESPACE DE HILBERT 


Nous nous en tiendrons pour le moment aux repères discrets, c’est-à-dire aux 
repères constitués d’un ensemble au plus dénombrable de vecteurs. Nous nous 
plaçons donc dans le cadre le plus général d’un espace de Hilbert séparable H, 
muni de sa forme hermitienne que nous notcrons (,). Un repère discret dans H 
est une famille {e, } de vecteurs de H telle que l’on peut trouver deux constantes 
réelles strictement positives 0 < À < B < œ réalisant l’encadrement 


Alle? < 5 le) < Blxlf? (1.1) 
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pour tout x € H. Les constantes A et B sont appelées les bornes du repère. Le 
repère sera dit strict, si B = A et exact, si aucun de ses sous-ensembles n’est 
un repère. 

Par exemple, considérons l’espace euclidien IR? et deux vecteurs orthonor- 
més e; et e2. Ces deux vecteurs forment une base orthonormale de JR?, alors 
que e1, e2 et e1 +e2 forment un repère inexact et non strict. En revanche, on se 
convainc sans peine que {ey 3€25 e2} par exemple est un repère strict et inexact. 

Un repère est, par définition, une famille complète de H. En effet, si tel 
n’était pas le cas, c’est-à-dire s’il existait un e € H non nul tel que (e, en) = 0 
pour tout n, (I.1) impliquerait immédiatement que ||e|] = 0, d’où une con- 
tradiction. En revanche, les exemples précédents montrent clairement qu’un 
repère n’est pas nécessairement une base. 

Etant donné un repère {en} dans H, on lui associe l’opérateur auto-adjoint 
R suivant, appelé opérateur de repère et défini par : 


R-2= X (2, en)en Vz EH. (1.2) 
On obtient alors : 


Proposition 1 Soit {en} un repère dans H, de bornes A et B. Alors R est un 
opérateur borné, tel que : 


A-I<R<B-1 (1.3) 


(Rappelons ici que pour deux opérateurs auto-adjoints X et Y sur un espace 
de Hilbert #, la notation X < Y signifie que (v, X - v) < (v, Y - vu) Vu € H.) 
Avant de montrer sa proposition, notons que sa réciproque est triviale. 


Preuve : Considérons la suite des sommes partielles 
n 
Ra t= 5D (z, ekek Vr EH. (1.4) 
k=-n 
Alors, soit 0 < n < m et 
[[Rn-2—-Rm-2|P = SUPļjyļj=1 (Rn — Rm): 2,y)/? 
= SUP|jyļ]j=1 |X nclkem(r) ek) (ek, y)] 
< BU n<tkl<m (x, ex)|? 


d'où [Ra £ — Ra -r|[? + 0 quand m,n — co et la suite des sommes partielles 
est une suite de Cauchy et converge vers R : x dans H. De même 
|2 


2 


IR- z|? = suPjjyj=1 (R: 2,9) 
= SUP}{y|]=1 D I(x, ex) |? 
< B* |||? 
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montre que ||R|| < B. On démontre de manière similaire que À < ||R]|- 

Un repère dans un espace de Hilbert devient particulièrement intéressant 
lorsque l’on peut facilement reconstruire tout v € H à partir de ses coefficients 
par rapport au repère (v,en). C’est le cas lorsque le repère est strict. On a 
ainsi une formule d’inversion directe : 


v= 1 X (v, en}en, 


la somme convergeant fortement. En revanche, lorsque le repère n’est pas strict, 
la situation est plus complexe. Nous allons maintenant voir que lorsque le 
repère est presque strict, c’est-à-dire lorsque les constantes A et B sont proches 
l’une de l’autre, v peut être reconstruit à l’aide d’un algorithme itératif, dont 
la convergence est d’autant plus rapide que B — A est petit. Pour cela, il est 
nécessaire d’étudier linverse de l’opérateur de repère R. Notons 


en = RT! "En. (1.5) 
La famille {€,,n € Z} vérifie : 


Proposition 2 {é,,n € Z} est un repère de H, de bornes B`: et A7}, appelé 
repère dual de {en,n € Z}. De plus, pour tout v € H, on a les formules de 


décomposition : 
v= D (v,én)en (L.6) 
n 


v= Sole, En)ên (1.7) 


n 


Preuve : La première partie de la proposition est une conséquence immédiate 
de: 
(v,én) = (RT! + V,En). (1.8) 


D’autre part, évaluons : 
Enf Enyenu) = En (R + v,€n) (ens U) 
= (R! -v, R- u) 
= (v,u). 
Ceci prouve la proposition. 
Donc, connaissant l'inverse de l’opérateur de repère, on peut reconstruire 
tout v € H à partir de ses coefficients par rapport au repère, par un calcul 


préalable du repère dual. Le problème qui se pose est que souvent on ne 
connaît pas cet inverse. 
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Néanmoins, dans les cas où le repère est presque strict, on en obtient une 
excellente approximation comme suit. On écrit R! comme: 


2 2R J 
Pha -(1- 1.9 
real! 0- app) as) 
que l’on développe en série entière, qui converge puisque 
2R B-A 
- —— || < —. I.1 
l- Aye! $ BFA ee 


On obtient ainsi un algorithme itératif de reconstruction d’un vecteur à 
partir de ses coefficients par rapport à un repère donné. En notant : 


Fate (1.11) 


A+B’ 
il suffit d’écrire : 
C247 eT +...) X (v,en)en (1.12) 
n 
pour tout v € H. Numériquement, la convergence sera atteinte d’autant plus 
rapidement que le rapport B/A est proche de 1. Ceci illustre l’importance que 
revêtent en pratique les bornes du repère utilisé et l’intérêt des repères presque 
stricts. Notons au passage que si le repère est strict, R = AI et l'algorithme 
itératif n’a plus lieu d’étre comme prévu. 


Remarque: La convergence de cet algorithme est malheureusement strictement 
limitée au cadre L*(JR), comme l’a montré Ph. Tchamitchian. 


Bien entendu, il existe une étroite relation entre les valeurs numériques des 
bornes du repère et les paramètres définissant le repère. Ainsi, une multipli- 
cation des e» par un facteur constant modifie les bornes du repère. D'autre 
part, en nous restreignant au problème de discrétisation des décompositions 
continues de Videntité, il est clair que toute discrétisation ne conduit pas 
nécessairement à un repère, ce qui conduit à des géométries particulières. Nous 
verrons que la finesse de la discrétisation a également son importance. 


II REPÈRES DE GABORETTES 


Commençons par examiner le cas des repères de gaborettes. La première 
étape est le choix de la grille de discrétisation la mieux adaptée. Les gaborettes 
étant engendrées par des translations en temps et fréquence, le choix le plus 
naturel est le choix d’un réseau cubique, invariant par translation (dans la 
mesure où les translations fréquentielles ne modifient pas la localisation spa- 
tiale). Considérons donc une fonction g € L'(IR)NL?(IR) et deux nombres réels 
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strictement positifs bọ et wo, qui fixent la maille de notre grille. Considérons 
enfin la famille de gaborettes gnm, n, m € Z, définie par : 


Gnm(xz) = e'™°7 (x — nbo) n,m eZ (II.1) 


Sous quelles conditions cette famille constitue-t-elle un repère de L?(IR) ? 
Avant d’y répondre, notons que, dans le cas des gaborettes, le repère dual 
prend une forme simple : 


Lemme 1 Soit {gam,n,m € Z} un repère de gaborettes de L?(I) et soit 
g = R-1-g. Alors, l’ensemble de gaborettes {ÿnm,n,m € Z} est le repère 
dual de {gnm,n,m € Z}. 


Preuve : Le lemme s’obtient simplement à partir de (1.9), en remarquant que, 
si fe L? (IR), R- fam =(R- Slam- 

Revenons au problème d’existence des repères de gaborettes et commençons 
par le cas le plus simple, qui est celui des gaborettes à support compact. Nous 
allons voir que si la fenêtre g(x) est à support compact, un choix judicieux des 
paramètres bo et wo conduit à un repère. On a en effet : 


Théorème 1 Soient bọ, wọ deux nombres réels strictement positifs et bornés 
et soit g € L! (IR) A L?(IR) une fonction à support compact contenu dans un 
intervalle I de longueur 2r /woọ. Alors, s’il existe deux constantes réelles Ci et 
C2 telles que 


0 < Cı < JL |g(z—nbo)|? < C2 < œ (11.2) 


la famille {gnm,n,m € Z} est un repère de L?(IR), de bornes 2rCi/u et 
2rC2/w0. 


Preuve : Soit I l'intervalle de longueur 27/w contenant le support de g(x) et 
soit In = I + nbo son translaté de nbọ. Soitf € L?(IR). Alors il est clair que 
(II.2) implique que f 9%, € L?(1,) pour tous n,m € Z. Ainsi 


2 


D lf f(z) gnm(x)*dz|” = 5 


J Eana) merde 


= À SWOPE lole- nto) Paz 


car les verre forment une base orthonormée de L?(1,). Ceci prouve le 
théorème. 

Les hypothèses du théorème précédent sont fortement liées aux valeurs res- 
pectives des paramètres by et wo. En effet, supposons pour simplifier que g(x) 
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soit continue et à support compact et que, en outre, elle ne s’annule pas dans 
un intervalle 7’ de longueur L. Alors, si wo < 27/L, la première hypothèse du 
théorème 1 est vérifiée. Il est aussi simple de vérifier qu’il existe une constante 
finie C2 vérifiant les égalités de droite de (IL.2), car la somme est alors une 
somme finie. Supposons enfin que bọ < L. Alors pour tout x, on peut trouver 
un n € Z tel que g(x — nbọ) > 0, ce qui prouve les inégalités de gauche de 
(II.2). On obtient ainsi un repère de L?(JR). Notons en particulier que les 
hypothèses faites impliquent : 


bowo < Qn. (IL3) 


Le nombre 1/bowo est parfois appelé densité de Nyquist py. Nous aurons 
l’occasion de revenir par la suite à cette densité temps-fréquence et ce pour 
des fenêtres à support non nécessairement compact. Nous verrons aussi ce 
qui arrive lorsque l’on se rapproche de la densité dite critique py = 1/27 
(phénomène de Balian-Low). 

Considérons maintenant une fenêtre g(x) à support non nécessairement 
compact et la famille {gnm,n,m € Z} de gaborettes associée aux paramètres 
bo,wo. Nous cherchons des critères permettant de décider si cette famille cons- 
titue un repère ou non. Le résultat suivant est dû à I. Daubechies. Nous 
renvoyons à l’annexe A (section IL.1)- pour les définitions nécessaires. 


Théorème 2 Soient 


= : 2 
m(g,bo) = or 2 Ig(z —nbo)|* , (II.4) 
M(g,bo) = ess sup ST g(x —nbo)? , (11.5) 
z€{0,bo] n 
B(s) = sup D lg(z — nbo)||g(z + s — nbo)| , (II.6) 
ZE[0,bo] n 
C. = sup [(1 + s?) + A(s)]. (II.7) 
sem 


Si m(g, bo) > 0, M(g, bo) < œ et Ce < co pour un certain € > 0, alors il existe 
une valeur critique w° telle que Vwo < w°, la famille {gnm,n,m € Z} est un 


repère de L? (IR). 


Preuve : Soit f € L*(IR). Evaluons Ð |(gnm, f)|? à l’aide de la formule som- 
matoire de Poisson (voir annexe A, section II.1). Nous obtenons : 


Elom D =F f Egla — nbo)g(y — nbo)" F(a)" (y) dedy 
= z > fse - nto)g(z — nbo — 2e) sers (= 7 2) m 
n,k 


wo 
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Evaluons tout d’abord le terme en k = 0. Il vaut : 
27 
= [ IRE)Plgle = nbo) de. 
wo 


L’inégalité de Cauchy-Schwarz appliquée aux termes k > 0 donne : 
î 
oz — nbo — us ) \f(z)[? da 


2 3 
2kr 2kr 


En appliquant de nouveau l'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient l’encadre- 
ment : 


Elom AP < Zfmow DE) me as 


Ww 
k>0 9 


S Konm, SP > = [mgs to) = > PEE) IIE Go) 


Ce < œ assure que la somme sur k converge et tend vers 0, quand wo tend vers 
0. Ceci implique donc qu’il existe une valeur critique strictement positive w° 
au-dessous de laquelle on obtient un repère. Ceci achève la démonstration du 
théorème et prouve donc l’existence de repères de gaborettes. 

Notons en particulier que ce résultat fournit des estimations simples pour 
les bornes À et B du repère. Une étude systématique (théorique et numérique) 
de ces bornes est effectuée dans [5] pour quelques cas simples. 


2z Eivo |En J lofe = nbo) 
x [En J late = nbo) 


Remarque : Repères de gaborettes en dimension n. On peut tout aussi bien 
obtenir des repères de gaborettes de L?(IR"). En effet, comme nous l'avons 
vu au chapitre II, l’analyse de Fourier à fenêtre glissante en dimension n est 
la généralisation immédiate de l’analyse de Fourier à fenêtre à une dimension. 
Il est donc facile d’adapter les démonstrations des théorèmes précédents à la 
dimension n afin d’obtenir des bornes pour les repères de gaborettes que l’on 
a obtenus. 


Pour conclure cette section, nous revenons brièvement sur la remarque que 
nous avions faite un peu plus tôt sur de la relation entre les bornes du repère et 
les paramètres qui le définissent, à savoir les constantes bo et wo du réseau de 
discrétisation. En effet, il est aisé de se convaincre que l’on a nécessairement : 


27 
< ——]|g][? < : 
A < lol? < B (11.10) 
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ce qui implique en particulier que dans le cas d’un repère strict de gaborettes, 
A=B= me llall?. On voit réapparaitre ici la densité critique de Nyquist. 
Nous y reviendrons dans la prochaine section, en discutant le phénomène de 


Balian-Low. 


III LE PHÉNOMÈNE DE BALIAN-LOW 


Nous avons vu au théorème 1 de la section précédente un exemple de condi- 
tion suffisante d’existence de repère de gaborettes, avec l'hypothèse bowo < 27. 
Il s'avère que cette hypothèse est en fait nécessaire. En d’autres termes, si 
bowo > 2x, l’échantillonnage de la transformée de Gabor n’est pas suffisam- 
ment fin. La valeur bowo = 27 est la valeur critique. C’est ce qu’exprime le 
théoreme suivant, dont la preuve peut étre trouvée dans [5] et les références 
incluses dans cet article. 


Théorème 3 Soit {ÿnm,n,m € Z} un repère de gaborettes, de paramètres bo 
et wo. Alors bowo < 2m ; plus précisément, si bowo > 27, il existe f € L?(IR) 
telle que f > 0 et (f,9nm) = 0 pour tous n,m € Z. 


Le théorème de Balian-Low décrit le comportement des repères de ga- 
borettes à la densité critique, c’est-à-dire pour bowo = 27. Plus précisément, il 
exprime l’incompatibilité entre le fait que la famille {gmn,m,n € Z} soit un 
repère de gaborettes à la densité critique et la régularité de g et ÿ. En fait, si 
bowo = 27, {gnm,n,m € Z} serait une base inconditionnelle de L?(IR) ; mais 
nous allons montrer que c’est impossible. 

De nombreuses démonstrations ont été proposées, depuis la première totale- 
ment rigoureuse dûe à R. Coifman et S. Semmes, fondées sur des arguments 
différents. Nous donnerons ici la preuve de G. Battle, qui a le mérite d’être 
relativement simple et de découler du principe d'incertitude de Heisenberg. 


III.1 Le principe d’incertitude de Heisenberg 


Commençons par une brève description du principe de Heisenberg, dans sa 
forme la plus générale. Soit A un opérateur auto-adjoint sur l’espace de Hilbert 
H. Si v € H, on associe à A les quantités suivantes : 


e Valeur moyenne de A dans l’état v : 
(A) = (v, A- v) (III.1) 
o Incertitude sur A dans l’état v : 
AvA = [(A?), — (A)2]? (111.2) 


Dans ces conditions, le principe de Heisenberg s’énonce ainsi : 


Le phénomène de Balian-Low 127 


Théorème 4 Soient A et B deux opérateurs auto-adjoints sur l’espace de 
Hilbert H et soit v € D(A) N D(B)N D(i[A, B]). Alors 


AA: AB > sil, Bl)» (111.3) 
(Ici [A, B] = AB — BA est le commutateur de A et B.) 


Preuve : On voit facilement que : A,A = ||[A — (A),] : v|| et de même pour 
A,B. Soit À € IR et évaluons : 


I|[A = (A) »] -v+ iA[B = (B}o] : v|]? 
= X A,B? + iàlv, [A — (4),,B — (B},]-v) + A,A? 
= X A,B? + iX([A, B))y + A, A? 


Il s’agit d’un polynôme du second degré en À, toujours positif ou nul. Son 
discriminant est donc négatif ou nul, ce qui prouve le théorème. 

Revenons au cas de L?(IR) et introduisons les opérateurs usuels de la 
mécanique quantique : la position 


Q- f(x) =xf(z) (III.4) 
et l’impulsion 
P. f(2) = +2) (LIL.5) 
(III.3) s’écrit alors, pour toute f € D(Q)N D(P) : 
AsQ- AsP > ; (III.6) 


En particulier, on en déduit aisément que : 
[ea ir@Par x [E-PIN = fioa, Qt 


où Z = f z|f(x)|2dz/||f||° (resp. €) est la valeur moyenne de x (resp. €). 

La relation d’incertitude de Heisenberg exprime donc l’existence d’une limi- 
te aux propriétés de concentration d’une fonction dans l’espace des phases (ou 
espace temps-fréquence). 


II.2 Le théorème de Balian-Low 


Passons maintenant au théoreme de Balian-Low. Par commodité, on intro- 
duira encore les opérateurs suivants sur L?(IR) : 


e Modulation: Em: f(x) = fom(x) (IIL8) 
e Translation: Ta- f(x) = fuo(x) (III.9) 


La preuve de G. Battle repose sur les deux lemmes suivants : 
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Lemme 2 Si f,g € L?(IR) sont telles que Q - f,Q -g € L?(IR) et Q- fQ- ĝe 
L? (IR), on obtient : 


(Q: 1, P -9)-— (P: f,Q- 9) = F49). (111.10) 


Preuve: Q-f,Q-g€ L?(IR) implique que P- f, P-g € L?(IR). Supposons tout 
d’abord que f,g € SUR). Alors (Q: f,P:9) x (P à F0 -g) = ([Q, P] j f,9) = 
+(f,g). Ensuite, par densité de S(IR) dans L?(IR), on peut trouver deux suites 
{fx} et {gx} dans S(IR) telles quefk > f, gx > g9, P-frk — P-f,Q:fr 9 Q-f, 
P-g, > P-get Q- ger > Q:g et la continuité du produit (-,-) permet de 
conclure. 


Lemme 3 
(i) [Q, EnTn] = nboEmTh : (ii) [P, EnTn] = Mw EmTn- 


Preuve : i) On vérifie aisément que [Q, Em] = 0, pour tout m et [P,T,] = 0, 
pour tout n. Donc, d’après l'identité de Jacobi, [Q, EmTa] = Em[Q, Ta] = 
nboEmTn. ii) Même démonstration. 


Nous sommes maintenant en mesure de prouver le théorème de Balian- 
Low (ou plus exactement une forme plus faible, comme nous allons le voir). 
L'idée générale de ce résultat est qu’on ne peut construire de repère strict de 
gaborettes (et a fortiori de base de gaborcttes) régulières et localisées. En 
supposant que l’on ait un tel repère, construit à partir d’une gaborette g(x), 
on a alors obligatoirement f z?|g(x)[?dr = œ (donc mauvaise localisation dans 
l’espace des x) ou f €7|9(€)|?d& = co (donc mauvaise localisation dans l’espace 
des fréquences). 


Théorème 5 Soit g € L?(IR) telle que {gnm,n,m € Z} soit un repère de 
gaborettes, de paramètres bo et wo, avec bowo = 27. Soit {ÿnm n,m € Z} le 
repère dual. On ne peut avoir alors simultanément Q-g, Q-g, Q-g, Q-g € L? (IR). 


Preuve : Procédons par l'absurde et supposons que Q-g, Q-ÿ, Q-ÿ,Q:9 € L? (IR). 
Nous savons que {gnm,n,m € Z} est une base inconditionnelle bornée de 
L?(IR) et {ÿnm,n,m € Z} est donc sa base biorthogonale. Donc (gnm, Ẹri) = 
6nkOmt- Evaluons : 


(EmTnQ ° 9,9) = (QEmTh g, ÿ) — nbo(EmTn "9, ĝ) 
= (EmTa -9,Q: 9). 
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D'autre part, d’après les hypothèses, P.9, P.ÿ € L?(IR) et (g, EmTnP : ÿ) = 
(P- g, EmTn - ÿ) d’après le lemme 3. Donc, 


(Q-9,P-g) =D (Q+9,EmTn + §)(EmTn + 9,P - 3) 
=J (E-mT-nQ - 959)(9, E-mT-nP : §) 
=Y (EmTn + 9,Q+5)(P + g, EmTn  ÿ) 
=(P-9,Q- 5) 


ce qui contredit le lemme 2 et prouve ainsi le théorème. 


Remarque : Ce théorème n’est pas exactement le résultat de Balian et Low, 
mais une forme faible de celui-ci. L’énoncé original est simplement qu’on ne 
peut avoir simultanément Q : g € L?(IR) et Q-g € L? (IR). L’équivalence entre 
les deux énoncés est dûe à I. Daubechies et A. Janssen, qui ont montré que, si 
{gnm,n,m € Z} est un repère de gaborettes à la densité critique, alors 


ee ee 
Q-9€ L'(R) &Q-g€ LR). 


Le théorème de Balian-Low a, notamment, une importante conséquence né- 
gative. Il implique que l’on ne peut espérer construire de base de gaborettes 
(orthonormée ou pas) de L?(Z) possédant simultanément de bonnes propriétés 
de localisation et de régularité. Nous verrons un peu plus loin que les ondelettes 
ne présentent pas un tel défaut. 


IV REPÈRE D’ONDELETTES 


Considérons maintenant le cas des ondelettes. La première étape est le 
choix d’une grille de discrétisation adaptée à la géométrie sous-jacente. Dans 
ce cas, le choix naturel est celui d’une grille dyadique, c’est-à-dire un réseau 


{ (by, aj) = (kboaÿ, al) „j,k € Z} (IV.1) 


pour deux nombres réels strictement positifs ap et bo. Sans perte de généralité, 
on peut encore se restreindre à ap > 1, en s’y ramenant pour ag < 1 par 
un changement j + —j. Etant donnée une fonction Yy € L!(IR), telle que 
cp = fy |b(u)|?* < 00, on considère donc la famille d’ondelettes 


iu (w) = ay (aĝe — kbo). (IV.2) 


La première remarque à faire concerne une différence fondamentale avec le cas 
des gaborettes. Il n’existe, dans le cas des repères d’ondelettes, aucun analogue 
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de la densité critique de Nyquist, ni donc du phénomène de Balian-Low. En 
effet, si {p;k, j,k € Z} est un repère d’ondelettes de paramètres ao et bo et de 
bornes A et B et si l'on note g(x) = A~74(2), il est facile de voir que q(x) 
engendre un repère d’ondelettes, de paramètres ao /À et Abo et de bornes A et B. 
De plus, même en fixant le paramètre À, on peut montrer que le phénomène 
persiste. Des exemples sont montrés dans [5]. Pour ao fixé, il n'existe donc 
aucune valeur critique pour bg au-delà de laquelle aucun repère d’ondelettes 
ne peut exister (indépendamment du choix de y). Cette remarque est en fait 
d’une importance considérable pour la suite. La non-existence d’une version 
ondelettes du phénomène de Balian-Low permet d’espérer pouvoir construire 
des bases d’ondelettes de L?(IR) possédant de bonnes propriétés de régularité 
et de localisation. Le premier exemple de telles bases a été donné par J.O. 
Stromberg en 1981 et on en connaît maintenant un très grand nombre. 
Revenons au problème des repères d’ondelettes. Nous avons ainsi vu qu’il 
n’est pas possible de trouver un domaine pour (bo, ao) hors duquel {#;4,3,k € 
Z} ne peut être un repère de L?(IR), indépendamment du choix de y(x). En 
revanche, pour un y(x) fixé, il est possible de préciser un peu plus la situation, 
c’est-à-dire d'obtenir des estimations analogues au théorème 2 de la section IT. 


Théorème 6 Soit y(x) une ondelette et soit {#;K,j,k € Z} une famille 
d’ondelcttes définie par (IV.2). Notons 


my, ao) = oe aot > Plah E), (IV.3) 
M(w,a0) = ess sup 5 lýlalE)l?, (IV.4) 
€€[0,a0] j 
As) = sup D AONDE ta, (IV.5) 
»40 j 
Ce = sup [(1+ 8?) + 8(s)]. (IV.6) 
sen 


Si m(ÿ,ao) > 0, M(ÿ,ao) < œ et Ce < œ pour un certain € > 0, il existe 
alors une valeur critique b° telle que Vbo < b°, la famille {Wjx,j,k € Z} est un 
repère de L? (IR). 


Preuve : Soit f € L?(IR). Evaluons Ð [{(#;, f)|* à l’aide de la formule som- 
matoire de Poisson. Ceci nous donne : 


Da P= J jette E-O $ (ai Eyi (ai C)" FE FCC) dEdc 
jk 


2 UT dkn _; 
==> | ids (e+ =) VORIG 5 a i)a 
j,k 
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Evaluons tout d’abord le terme en k = 0. Il vaut : 
27 > >, 5 Al 
ONCE: 


L’inégalité de Cauchy-Schwarz appliquée aux termes k > 0 donne: 
p t 
|Z f wete fé (abe + zn) life £)| ae] 
k>0 


OT 


Appliquant de nouveau l'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient l’encadre- 
ment : 


Elu AP < Ma) + D Je (EE) Ar avr 
mM Ge 


k>0 


Die. 2 = [me wa- (Es = sir. av.) 


Ce < œ assure que la somme sur k converge et tend vers 0 quand ao tend vers 
oo. Ceci implique donc qu’il existe une valeur critique strictement positive b° 
au-dessous de laquelle on obtient un repère. Ceci achève la démonstration du 
théorème et montre donc l’existence de repères d’ondelettes. Notons que ce 
résultat fournit très simplement des estimations pour les bornes du repère. En 
effet, on obtient immédiatement le corollaire suivant : 


Corollaire Avec les notations du théorème précédent, si Y(x),ao et bo sont 


tels que 
my, ao) > (RE) (IV.9) 


alors la famille {#;4,j,k € Z} est un repère d’ondelettes de L?(IR), de bornes : 


27 e( 7) =) 
= a= | (y, ao) -E ye( bo (IV.10) 


pa 2 usa + D as a avan) 


k>0 
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Dans de nombreuses applications, il est intéressant de choisir une maille de 
réseau ao égale à 2. Dans ce cas, il est possible d’obtenir des estimations plus 
précises pour les bornes A et B du repère. Ceci est décrit dans [5] (corollaire 
2.9). 


Remarque : Repères d’ondelettes en dimension n. On peut aussi construire 
des repères d’ondelettes en dimension n quelconque et ce pour chacune des va- 
riantes présentées au chapitre II. En ce qui concerne les ondelettes engendrées 
simplement par des translations et dilatations, on peut aisément adapter la 
démonstration du théorème précédent pour obtenir des estimations pour les 
bornes des repères correspondants. L'introduction des rotations rend la situa- 
tion légèrement plus complexe, car elle oblige à construire une discrétisation 
adaptée du groupe SO(n) ou de la sphère $"~!, autrement dit une partition de 
SO(n) ou de S"-1 en cellules de volume constant (par rapport à la mesure as- 
sociée). Ainsi, on obtient aisément par des arguments similaires aux précédents 
des estimations pour À et B. Ceci a été fait dans les cas particuliers de SO(2) 
et SO(3) dans [15]. 


V REPÈRES CONTINUS ET GENERALISATION 


Nous avons dans ce chapitre introduit les repères uniquement pour décrire 
le contrôle de la discrétisation des formules continues précédemment utilisées. 

Un repère discret de L?(JR) est naturellement introduit en considérant des 
familles de fonctions #1, où À € A est un index au plus dénombrable. Dans ces 
conditions, l'opérateur 


R: fEL{(MR >R- f= > (F, paja (V.1) 


AEA 


n’a en général aucune raison d’étre une multiplication par une constante. Le 
cas des repères discrets correspond aux cas où R est borné et inversible a 
inverse borné. On l'écrit alors sous la forme d'une perturbation d’un opérateur 
constant, ce qui conduit à l’algorithme itératif décrit au début de ce chapitre. 


V.1 Repères continus 


Il faut cependant noter que la notion de repère peut être généralisée au cas 
de décompositions continues, comme nous le voyons sur cet exemple simple : 
Supposons maintenant que À soit, non plus un index dénombrable, mais un 
espace mesuré (A, js) et considérons une famille de fonctions Y), où À € A. On 
introduit de même l'opérateur : 


R: SLR + RS = | (fayta du) (v.2) 
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On dira alors que la famille {y, , À € A} est un repère de L?(IR) si R est borné 
à inverse borné. 


Exemple : atomes temps-fréquence. Revenons à une problématique de traite- 
ment du signal et considérons par exemple le cas des atomes temps-fréquence, 
motivé de la façon suivante. Nous entrerons plus profondément dans ces 
aspects au chapitre VII. Nous avons décrit au chapitre II deux types de 
représentations temps-fréquence linéaires, fondées sur un ensemble de trans- 
formations naturelles (translation, modulation, dilatation). Chacune de ces 
représentations est adaptée à certains types de signaux ou de problèmes. Il 
est naturel de chercher une généralisation de ces deux méthodes, en mettant 
ensembles ces trois transformations, qui n’apparaissaient que par paires dans 
les deux cas classiques. On voit immédiatement qu’il n’est pas possible de con- 
server simultanément les trois variables (R n’est pas dans ce cas borné) et qu’il 
faut donc introduire des dépendances (par exemple la variable d'échelle fonc- 
tion de la variable de modulation). Le programme est donc de refaire l’analyse 
précédente dans ce cadre. 


Donnons-nous donc une fonction # € L'(IR) et associons-lui la famille 
formée par 


où B(w) est une fonction de classe C! par morceaux et b,w € IR. Si l’on prend 
À = IR? et pour mesure la mesure de Lebesgue associée, il est facile de vérifier 
que l’opérateur associé est un opérateur de convolution, donc caractérisé par 
un multiplicateur 


x= f EENE- E ae (v.4) 


Ainsi, on obtient un repère continu si et seulement si il existe deux constantes 
Cı et C2 telles que : 

0 < Ci < x(€)< C2 < 00, (V.5) 
ce qui correspond à une condition d’admissibilité portant simultanément sur Ÿ 
et sur ĝ. 

Nous voyons donc qu’il est facile de construire des repères continus. Dans 
ce cas, on parle parfois de repères associés à des multiplicateurs. On peut 
considérer par exemple des fonctions (w) particulières, utiles dans certains 
contextes spécifiques. Citons entre autres la famille de choix suivante : 

1 si w < wo 


w) = À : 

BC ) { Tuf w FA sinon 

qui conduit à des systèmes de fonctions se comportant comme des ondelettes 
à haute fréquence et des gaborettes à basse fréquence, propriété parfois utile 
pour le traitement de la parole. 
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V.2 Repères discrets d’ondelettes interpolantes 


Reprenons l’exemple précédent et voyons maintenant dans quelle mesure il 
est possible de remplacer l'intégrale par une somme discrète. On peut sans 
trop de difficultés renouveler l’analyse précédente, et conclure à l'existence de 
repères discrets associés aux repères continus considérés. Avec des arguments 
en tous points similaires aux précédents, on a alors un critère identique pour 
l'existence de repères discrets d’ondelettes interpolantes : 

Soit y(x) € L?(IR) et soit 


{(bmn wn)} = {(MB(wn)bo, wn) m, n € Z} 


un sous-ensemble discret du plan temps-fréquence. Notons 


D [Eont D] 


n= —00 


et 


B(s) = sup > lòc (wn)(E +wn)) )| état Plun) (E+ wn) + 8) 


EER 


n=—00 


Théorème 7 Avec les mêmes notations que plus haut, si Y (E) est essentielle- 
ment borné supérieurement et inférieurement et si 


lim B (2) B (-*) =0 
a0 a a 
k#0 


Alors, il existe une valeur critique bo, de bo telle que Vbo < boc, la famille 


= 1 iwn(z—bm) (z =, 2e) 
UA eG v | Pn) 


soit un repère de L? (IR). 


Nous renvoyons à [12] pour une preuve de ce résultat, ainsi que quelques 
exemples traités en détail. Il est en particulier montré que des fonctions 8 de 
la forme (w) = w® conduisent à des repères aussi bien discrets que continus. 


VI ONDELETTES “PRESQUE CONTINUES” 


Il est souvent utile de pouvoir disposer d’une version “intermédiaire” entre 
les formules continues et les repères d’ondelettes, en particulier lorsqu'on veut 
utiliser numériquement une décomposition continue tout en essayant de pré- 
server au maximum les propriétés de covariance de la transformée continue 
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(qui sont absentes par construction dans le cas des repères). Plus précisément, 
la covariance par translation (i.e. la transformée continue en ondelettes d’une 
copie translatée d’une fonction f(z) est égale à la copie translatée —de la même 
quantité— de la transformée continue en ondelettes de f(x)) est souvent utile 
en pratique. Ainsi, étant donnée une ondelette (x), on est amené à considérer 
la famille suivante : | | 

vye(2) = 2756 (277 (2 — k)) (VL1) 
(Alors que dans le cas d’un repère, les objets considérés sont plutôt de la forme 
iy (274 x — k) .) La différence essentielle entre ces deux types de fonctions est 
leur localisation spatiale. Alors que Ÿ (2-4 T— k) est essentiellement localisée 
au voisinage de x = k2/, y (2-9(a — k)) est localisée au voisinage de x = k. 
Ainsi, les #;k(x) permettent-elles un échantillonnage de la transformée sur un 
réseau régulier en k, indépendant de l’échelle. 

Commençons par considérer une ondelette y(x) telle que 


DD lb(2/€)P =1 (presque partout) (VI2) 
j 


et notons, pour tout f € L?(IR), 
Tyj(x) = T(x, 2’) = (f, bje) (V1.3) 
Lemme 4 La transformation f € L?(IR) > {T;f € L?(IR),j € Z} est une 
isométrie. 
Preuve : Un calcul immédiat montre que 
nik = f ROPIE de (VIA) 
et le lemme en résulte. 


On introduit alors la fonction ¢(z) € L* (IR), choisie de telle sorte que 


OO 


(OP = S WEP (VI.5) 


j=l 
et pour toute fonction f € L? (UR) 
Srii) = (F, pjk) (VL6) 


Alors que la fonction T; f(x) représente essentiellement les “détails” de f(x) 
à Péchelle 27, S; f(x) représente une approximation (ou un lissage) de f(x) à 
cette même échelle, que l’on exprime comme superposition de tous les détails 
aux échelles supérieures. 
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Remarque: Notons ici que la discussion qui précède est très proche dans l’esprit 
de la section VI.1 du chapitre IT. Il s’agit en effet d’une version discrète de cette 
dernière, mais aussi d’un premier pas en direction des analyses multirésolution 
proprement dites, abondamment décrites dans [Me] et [6] et que nous avons 
donc choisi de ne pas aborder dans cet ouvrage. 


En pratique, les fonctions ou signaux considérés sont le plus souvent discré- 
tisés, c’est-à-dire donnés par un ensemble de valeurs numériques (échantillons) : 
{fnn € Z}. Ceci introduit naturellement une limite sur les échelles à con- 
sidérer, par exemple j = 0. Il s’agit alors d'évaluer des coefficients F} f(k), k € 
Z,j € IN associés à la suite {fn}. 
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Chapitre VII 


ÉTATS COHÉRENTS ET 
REPRÉSENTATIONS DE CARRÉ 
INTÉGRABLE DE GROUPES 
LOCALEMENT COMPACTS ET 
D'ESPACES HOMOGENES 


Ce chapitre, quelque peu marginal par rapport aux autres aspects traités 
dans cet ouvrage, est consacré à une approche différente des représentations 
temps-fréquence et à leurs généralisations multidimensionnelles. Nous allons en 
effet voir comment les dériver en se basant sur de simples principes de symétrie. 
L'idée est ici d'élaborer un “algorithme” de construction de représentations 
temps-fréquence, à partir d’hypothéses de covariance. Il s’agit la d’une pro- 
cédure très courante en physique quantique et en optique notamment, où elle 
porte parfois le nom de représentation en états cohérents. 

Le langage employé dans ce chapitre est celui de la théorie des groupes. 
Nous renvoyons à l’annexe B pour une description sommaire des concepts 
nécessaires. Le schéma général est le suivant : étant donné un espace de 
Hilbert H (en général un espace L?, espace auquel appartiennent les signaux 
dans notre cas) sur lequel agit un groupe de symétrie G, on associera à chaque 
élément v € H (à chaque fonction analysée) une fonction de L?(G) ou de 
L?(X). X est un espace homogène par rapport à G (c’est-à-dire que l’on sait 
faire agir G sur cet espace), faisant apparaître explicitement des propriétés 
possibles d’invariance de v (par exemple, dans le cas des ondelettes classiques, 
Vinvariance par changement d'échelle). Les questions que l’on se pose alors 
sont : Quelles sont les symétries possibles ? Sont-elles respectées exactement 
ou de façon approchée ? 


I INTRODUCTION 


Avant d'entrer dans le vif du sujet, il est utile de préciser en quelques 
mots les motivations à se placer dans un cadre algébrique pour décrire les 
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représentations temps-fréquence. Nous avons eu l’occasion de voir, au chapi- 
tre II notamment, que les ondelettes (ou gaborettes) sont engendrées à partir 
d’une fonction unique par des transformations géométriques simples. Nous 
avons aussi eu l’occasion de voir quelles sont les propriétés de covariance de ces 
transformées et les conséquences de la covariance. (Il s’agissait de covariance 
temps-fréquence.) On peut aussi illustrer la covariance position-échelle. Pour 
ceci, considérons une expérience imaginaire dans laquelle l’on aurait à utiliser 
un automate sur une planète lointaine. Cet automate aurait à prendre des 
décisions (du type “j’avance”, “je recule”, “j’enjambe”, “je contourne” ...) 
en fonction de son environnement. Une possibilité serait de pouvoir disposer 
d’une représentation de cet environnement, représentation qui lui fournirait des 
renseignements quant à la position et la taille des obstacles. On se retrouve là 
dans un contexte “position-échelle”. De plus, la taille dans la représentation 
doit être proportionnelle à la taille réelle et la position refléter la position réelle 
des obstacles. Ceci est exactement une contrainte de covariance. 


Nous préciserons un peu plus dans ce chapitre les structures géométriques 
sous-jacentes. Dans un premier temps, nous décrirons le cadre dans lequel 
se placent les représentations temps-fréquence, à savoir le cadre des représen- 
tations de carré intégrable de groupes localement compacts. Puis, nous ver- 
rons pourquoi toutes les propriétés de covariance ne sont pas accessibles, ce 
qui nous aménera à considérer le cas plus complexe des représentations res- 
treintes à un espace homogène. Nous verrons alors sur quelques exemples 
(le développement de la théorie complète va bien au-delà des objectifs de ce 
livre) se dégager un choix naturel pour l’espace homogène, bien connu des 
géomètres et des algébristes sous le nom d’“espace des phases”, c’est-à-dire 
un espace de dimension paire contenant simultanément des informations spa- 
tiales et fréquentielles. Ceci nous ramène naturellement aux représentations 
“temps-fréquence” et donne un éclairage différent aux méthodes développées 
au chapitre V en particulier. 


II REPRESENTATIONS DE CARRÉS 
INTÉGRABLES ET ÉTATS COHÉRENTS 


Parmi les représentations unitaires d’un groupe localement compact G, il 
existe une classe de représentations particulièrement intéressantes, dites de 
carré intégrable. Considérons une représentation unitaire m du groupe locale- 
ment compact G sur l’espace de Hilbert H. 


Définition 1 7 est de carré intégrable si : 


(i) vx est irréductible ; 
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(ii) il existe un élément v € H, v Æ 0, tel que 


f n(g)  v,v)Pdua(g) < co. (11.1) 


v est dit vecteur admissible. 


Remarquons que si x est de carré intégrable et si p est une autre repré- 
sentation de G unitairement équivalente à 7, alors p est elle aussi de carré 
intégrable. 


II.1 Coefficients de Schur et relations d’orthogonalité 


Si m est une représentation unitaire de G sur H, on lui associe la famille 
suivante de fonctions sur G, appelées coefficients de Schur et définies par : 


Pu vlg) = (r(g) : u,v), u,v € H. (1.2) 


De tels coefficients jouent un rôle extrêmement important dans la théorie des 
représentations des groupes localement compacts en général. Ils sont particu- 
lièrement intéressants dans notre contexte, car ils vérifient des relations dites 
d’orthogonalité. 

Ces relations ont d’abord été obtenues dans un contexte de groupes fi- 
nis, puis compacts , localement compacts unimodulaires [8] et non unimodu- 
laires [7], [5]. Les relations d’orthogonalité des coefficients de Schur permet- 
tent en particulier de réaliser une représentation de carré intégrable comme (à 
équivalence unitaire près) une sous-représentation irréductible de la représen- 
tation régulière gauche du groupe, ce qu’exprime le résultat suivant : 


Théorème 1 Soit x une représentation irréductible unitaire du groupe G (lo- 
calement compact séparable) dans l’espace de Hilbert H. Alors x est unitaire- 
ment équivalente à une sous-représentation irréductible de la représentation 
régulière gauche si et seulement si il existe un cocfficient de Schur dy, qui soit 
de carré intégrable. 


Preuve: 1) Soit 4 € H et supposons qu’il existe v € H tel que dy, appartienne 
à L?(G). Soit T : H > L?(G) l'opérateur défini par : 


T: 03 Ty = by (IL3) 


L’irréductibilité de m assure que T est densément défini sur H. De plus, si 
gh EG, ona 


T(n)-v(9) = (rh) v, a(g) - Y) = (v, (h?g): 4) = To (h 'g) = [A(h) - Te] (9) 


142 États cohérents et représentations de carré intégrable 


de sorte que T entrelace x et À (voir l’annexe B pour une définition des 
opérateurs d’entrelacement). Le lemme de Schur assure donc que T est un 
multiple d’une isométrie et est défini sur tout H. Il en résulte que x est uni- 
tairement équivalente à une sous-représentation de À, ce qui prouve la première 
partie du théorème. 

2) Soit K C L?(G) un sous-espace fermé invariant minimal de L?(G), soit 
P : L?(G) > K le projecteur orthogonal associé et soit F € K. Soit ® une 
fonction continue à support compact sur G, telle que F * ® Æ 0, où on a posé 
comme à l'habitude (g) = &(g7!)}*. Alors 


(F,\(g)-P:&)=(F,P-\(g)-&)= F x (9) 


et F x & € L?(G), ce qui achève la preuve du théorème. 
On peut donc écrire, pour tous u,v € H et tous vecteurs admissibles 4,0 € 
H: 
(Pyu, Pov) = Cyo (u, v) (11.4) 


où Cyg est une constante que l’on supposera finie. 
Quant aux relations d'orthogonalité elles-mêmes, elles sont données par le 
théorème 2. 


Théorème 2 Soit x une représentation unitaire de carré intégrable de G sur 
l’espace de Hilbert H. Alors il existe un unique opérateur auto-adjoint positif 
À, tel que 

A:7(9) = A(g)r(g): A (11.5) 


et tel que l’on ait de plus : 


e Si y,v EH, dy, € L?(G) si et seulement si y appartient au domaine de 
(4-12). 


e Pour tous v,v' E€ H et y, Y! € Dom(A-!/?), ona: 


(byv ur) = (0,0) (AW?) p, (AWM?) +!) (11.6) 


Si G est unimodulaire, À est un multiple de l'identité., 


Preuve : Nous renvoyons à [7] et [9] pour deux démonstrations différentes de ce 
résultat, que nous n’utiliserons pas directement ici. L'opérateur A est appelé 
dimension formelle de x. Nous verrons plus loin qu’il prend dans certains cas 
une forme extrêmement simple. 

Nous verrons aussi, quand nous considèrerons des exemples précis, comment 
traiter le cas des représentations complètement réductibles. 
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II.2 Etats cohérents et transformation associée 


Nous allons maintenant voir comment les représentations de carré intégrable 
permettent de se placer dans le cadre de la théorie des états cohérents (géné- 
ralisés) tels qu’ils sont définis par J. Klauder et B. Skagerstam [13]. Suivant 
Klauder et Skagerstam, on définit une famille d’états cohérents dans un espace 
de Hilbert H comme une famille d'éléments de H, que nous noterons {81, À € 
A}, indexée par un espace mesuré {A, u}, telle que les conditions suivantes 
soient réunies : 


(i) Continuité : 81 est une fonction fortement continue de l'indice À. 


(ii) Résolution de l'identité : L'égalité opératorielle suivante est réalisée 
faiblement : 


i AES, (11.7) 
où 7) est la forme linéaire sur H : 
Ta :v EH > 7)(v) = (A), v) (11.8) 
et où 9,@7, est donc le projecteur de rang 1 (en général non orthogonal) : 
6, @7T, vEH > (0a, v)0y EH. (II.9) 


La résolution de l'identité est parfois notée en utilisant les notations de 
Dirac : 


| |A)(Aldu(A) = I (11.10) 
A 
où |X) représente le vecteur 8, et (A| la forme linéaire 7,. On parle aussi 


de relation de complétude ou de fermeture. 
On appelle coefficients de v € H les produits scalaires : 


Sy(A) = (6,v) = rA(v) (11.11) 


Les coefficients forment la transformée de v, qui est une fonction sur À et vérifie 
Péquation intégrale : 


Sy(A) = Î K(X A) S (AdQ) (11.12) 


où le noyau 
K(à,à') = (81,0) (IL.13) 


est appelé noyau reproduisant associé à la famille {@,, € A}. 
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II.3 Retour aux représentations temps-fréquence 


Nous allons maintenant voir quel est le lien entre représentations temps-fré- 
quence, états cohérents et représentations de carré intégrable. Plus particuliè- 
rement et en suivant [9], nous allons voir comment l’équivalence unitaire des 
représentations de carré intégrable avec une sous-représentation irréductible de 
la représentation régulière gauche fournit automatiquement des familles d’états 
cohérents et des transformations de type “transformation en ondelettes” as- 
sociées. 

En effet, reprenons la preuve du théorème 1 et considérons l’opérateur 
d’entrelacement utilisé. 

T:vEH OT, = by (IL.14) 


Cet opérateur est donc une isométrie et peut ainsi être inversé en utilisant son 
adjoint. On obtient ainsi : 


Corollaire 1 Soit x une représentation de carré intégrable de G sur l’espace 
de Hilbert H et soient ,0 € H deux vecteurs admissibles. Alors tout élément 
v € H admet la décomposition suivante : 


pa Ts (g) (9g): 8 dur(g) (11.15) 
Cyh JG 


où l'intégrale est à prendre au sens de la convergence faible et où 


To(g) = (v, (9) - d) (II.16) 


et la constante cys est donnée par 


nie 75 Î (8, (9) - d)'du(g) (11.17) 


Nous nous retrouvons donc dans le méme cadre formel que celui dans lequel 
nous avons placé les théorèmes de représentation du chapitre II. L’identification 
est plus complète encore lorsque l’on met en évidence les noyaux reproduisants 
dans les deux cas. Nous avons obtenu une transformation intégrale inversible, 
associant H à un sous-espace de L?(G). G est un groupe de transformations 
naturel associé à la représentation. Nous allons voir que les représentations 
temps-fréquence étudiées au chapitre II se placent parfaitement dans ce cadre. 

Notons au passage que la formule de reconstruction exprime le vecteur v € 
H comme superposition de contributions æ(g) : 8 qui peuvent a priori être 
différentes des fonctions d’analyse x(g)}:#. On parle alors d’ondelettes d’analyse 
et d’ondelettes de reconstruction. 
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II.4 Exemples 


Nous décrivons maintenant quelques exemples simples pour lesquels la cons- 
truction précédente fonctionne et conduit à des théorèmes de représentation de 
type temps-fréquence. 


II.4.1 Le groupe affine et les ondelettes classiques 


L'exemple le plus simple est sans doute celui conduisant aux ondelettes 
unidimensionnelles classiques que nous avons étudiées. Le groupe correspon- 
dant est le groupe des transformations affines de la droite, ou groupe affine, ou 
encore groupe az + b. 

Gaff — IR}. x IR (IL.18) 


La loi de groupe est donnée par : 
(b, a) : (b',a’) = (b + ab',aa') (11.19) 


Il est facile de montrer (voir par exemple [10]) que Gays possède en tout et 
pour tout deux représentations unitaires irréductibles inéquivalentes, agissant 
sur 


HE(R) = {f € L?(IR), (HE) = OVE < 0} (11.20) 


de la manière suivante : 


[r(b, a) - f] (2) = z = +) (11.21) 


a 


Un calcul direct montre que ces deux représentations sont effectivement de carré 
intégrable, de sorte qu’elles fournissent gratuitement un système d’ondelettes. 
En effet, si Y € H? (IR) est un vecteur admissible, c’est-à-dire si 


0 < cy = f POP < co (11.22) 


alors Vf € H? (IR), on peut écrire : 


1 


1 fx—b\dadb 
où 
T;(b,a) = ġys (b,a) = (f,x(b, a) : W) (IL.24) 


Pour faire le lien avec la version de l’analyse par ondelcttes utilisée en théorie 
de Littlewood-Paley (c’est-à-dire sur L? (IR) ct non H4 (IR)), il est utile de faire 
la remarque suivante. 
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Proposition 1 Soient 7, mn N représentations unitaires de carré intégrable 
S ° : N® 
inéquivalentes de G sur H4,...Hw respectivement et soit m = ÿ}, m; leur 


somme directe, agissant sur H = Se H;. Notons P; le projecteur orthogonal 
de H sur H;. Soit y € H. Alors, on obtient la résolution de l'identité suivante 
sur H : Yuce H 


1 
u= = f (umt) Walo) pdala) (11.25) 
si et seulement si P;- 1 est admissible pour 7; quel que soit i = 1,...N et 
cy = ey = | Pi rilo) Pi- Y) uta) (11.26) 
est une constante finie, différente de zéro et indépendante de i = 1,...N 


Preuve : Soit u € H. Ecrivons u = DDA P;-u. Alors on a 


(X Pi- u,n(g) Y) 


N 
> Peu ra) due) 
+I | (Pe unlg) YEO) 4 Pj u)dn(a) 


a 


= [Mesa P; 0) du(g) 


+S fee iu, Ti(g) «Pi )(r;(g) - Pj, Pj - u)du(g) 


JAi 


J (u, (g) -)f? du(g) = dula) 


où on a utilisé l’orthogonalité des P; et lirréductibilité des 7;. 
Considérons tout d’abord le second terme (“termes croisés”) et supposons 
qu’il ne soit pas uniformément nul. Alors on voit aisément que lopérateur 


“en > | (Pi umio): Pi Y) (9) Pi D dulo) EH; 


entrelace 7; et mj, d’où une contradiction avec l’inéquivalence des représenta- 
tions. Donc 


[ x (9) : By? du(g =D, Recambio 


= J cyllP: ull? 


1 
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ce qui achève la preuve de la proposition. 

Dans notre cas, étant donné que L?(IR) = H? (JR) ® H? (IR), on pourra 
“recoller les morceaux” dès lors que la contribution de l’ondelette Ÿ à la de- 
scription de H? (JR) sera égale à celle correspondant à H? (JR). Ceci revient à 


écrire : o, 2 dé 
0<e, = | lol Fa 
=o =| bof $< 


ce qui est vérifié dès que l’ondelette w est à valeurs réelles ou imaginaires pures. 


II.4.2 Le groupe de Weyl-Heisenberg ct les gaborettes 


Un autre exemple très classique (et abondamment décrit dans [19]) est 
fourni par le groupe de Weyl-Hcisenberg dit polarisé, 1.e. 


Gy Snes (11.27) 


(où on a identifié le cercle S! à V’intervalle [—7, 7] modulo 27) avec la loi de 
groupe suivante : 


(q,p,¢)-(q',p',6') = (atq ptp, o+ +p7) (11.28) 


La théorie des représentations unitaires irréductibles de Gw y est bien connue et 
le théorème de Stone-von Neumann (voir par exemple [15]) montre que toute 
représentation unitaire irréductible de Gw est unitairement équivalente à 
l’une des représentations sur L?(IR) suivantes (où À € Z, À # 0) 


[malg p, o) f] (2) = eletre- f(x — q) (11.29) 


Un calcul direct montre que ces représentations sont de carré intégrable et que 
tout # € L? (IR) est admissible (le groupe étant unimodulaire) ; la constante 
d’admissibilité est donnée par 


cy = 2r|l#l (11.30) 


(on a pris ici A = 1). 

La représentation temps-fréquence correspondante conduit à l’analyse de 
Fourier à fenêtre glissante (ou analyse de Gabor) : Pour toute fonction f € 
L?(IR) 


f= A : Ga, pe PE p(x — q)dqdp (11.31) 


où la transformée de Gabor est donnée par 


Gy(a,p) = dvs (a, p,0) = f, f(z)e7 PE (x — q)*dx (11.32) 
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Les gaborettes en dimension n s’obtiennent très facilement comme générali- 
sations des gaborettes unidimensionnelles. En utilisant le langage des représen- 
tations de carré intégrables, il suffit de considérer le groupe de Weyl-Heisenberg 
en dimension n, i.e. Gwy & IR?” x S!, avec la même loi de groupe qu’en 
dimension 1. On obtient alors la résolution de l’identité suivante : 


1 
~ (mleli Jr 


où la transformée de Gabor est donnée par 


f  Ggla,p)e® -9 (x — q)dqdp (11.33) 


Gila, p) = dvs (qp, 0) = J. f(x)e7P(*- p(x — q)*dx (11.34) 


1.4.3 Les ondelettes de R. Murenzi 


Le probléme de la réductibilité de la représentation classique du groupe 
affine sur L?(JR) se pose avec plus d’acuité encore dans le cas multidimension- 
nel. Le groupe affine sur IR”, isomorphe à IR} x IR", agit unitairement sur 
L?(IR") comme suit : 


1 æ—b 
[n(d,a)- f] (2) = nt =) (11.34) 
Mais si Q est un cône quelconque (de sommet l’origine) dans IR”, on voit 
aisément que l’espace 


Ha(R") = {f € L'(IR"), Supp(f) € 2} (11.35) 


est invariant par 7. Donc x est hautement réductible. Ce problème peut être 
réglé de deux manières différentes, que nous avons déjà rencontrées dans le cas 
unidimensionnel. 

La première solution revient à utiliser une généralisation de la proposition 
utilisée dans le cas unidimensionnel et à écrire L?(JR”) comme somme hilber- 
tienne de copies de H? (IR), indexées par les élements de la sphère $"~". On 
considère alors une ondelette y € L?(IR") telle que “sa contribution à chacun 
des sous-espaces H? (IR) soit constante”, ou plus précisément telle que : 


2 
ue (II.36) 


a 


el = f [eao 


soit simultanément différent de zéro, fini et indépendant! du vecteur unitaire 
e € IR". On obtient la résolution de l'identité suivante, que nous avons déjà 


1Compte tenu de l’invariance par changement d’échelle de la mesure, ceci peut être obtenu 


s 2 : ; : < 
en supposant que E| est invariant par rotation. On parlera alors d’ondelette radiale. 
P p P 
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rencontré au chapitre II : Pour tout f € L?(JR") : 


1 


x — b\ db da 
pa T,(b,a o( ES 
Cy JiR” x IRY Ga) cae pa 


=a | Iw) à 


Comme nous l’avons vu, cette solution est parfaite tant que l’on ne s'intéresse 
qu’à des aspects position-échelle, mais souffre de son manque de précision 
fréquentielle (ou plus précisément de l’absence de variable angulaire dans l’es- 
pace des fréquences). 

Les ondelettes “avec rotation” de R. Murenzi [16] entrent parfaitement dans 
le cadre des représentations de carré intégrable. Il suffit d'ajouter aux degrés 
de liberté de translation et de changement d’échelle une variable de rotation. 
On considère donc le groupe euclidien inhomogène qu’il note JG(n), donné par 
le produit semi direct : 


(11.37) 


a a 


T; (b,a) 


IG(n) = (IR% x SO(n)) x R” (11.38) 


(où SO(n) est le groupe des rotations en dimension n), avec la loi de groupe 
suivante 


(a,r,b) - (a’,r’,b') = (aa',rr',b + ar"! - b) (IL.39) 


La théorie des représentations unitaires de [G(n) est relativement bien connue. 
La représentation qui nous intéresse est la suivante. L’espace de représentation 
est L?(IR") et IG(n) agit comme suit : 


a 


[r(a,r,b) : f](x) = a7"? (re ee *) (11.40) 


On vérifie aisément que x est une représentation de carré intégrable et la théorie 
générale lui associe des systèmes d’états cohérents. Si % € L?(IR") satisfait à 
la condition d'admissibilité, qui s’écrit ici? 


0 < cy = vol (SO(n — 1)) f El E — < 00, (IL.41) 
m” kr 
on a alors, pour tout f € L?(IR") : 
1 1 _ —b\ db da 
f = an T 7 (b, a r) eh 1, +) dut (11.42) 
Y J RxR xSO(n) a a a 


2Le volume du sous-groupe SO(n — 1) ne joue aucun rôle dans l’admissibilité de #, car 
les groupes de rotation sont des groupes compacts. 
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où la transformée en ondelettes est cette fois donnée par : 


Spi” 
T;(b,a,r) ae zaf. s(ayo(rt-# a ) dz (11.43) 
Si l’on pose Yi4,a,r)(z) = [r(b,a,r) - Y] (£), on voit aisément que : 


Dar) (E) = ae (ar! . €) (11.44) 


de sorte que si Ÿ est bien localisée au voisinage d’une fréquence € = ko, Yia, r) 
est elle aussi bien localisée, cette fois au voisinage de la fréquence € = a” !r ko. 
En faisant varier a et r respectivement dans IR} et dans SO(n), ceci permet 
de décrire tout l’espace de Fourier. Plus généralement, considérons un groupe 
de la forme 


G=Hx R” (11.45) 


où H est un sous-groupe du groupe des matrices n x n à coefficients réels. Soit 
U c IR" un sous-espace invariant par H minimal. Il est facile de se convaincre 
que la représentation suivante de G sur 


HÈ(IR") = {fF € L°(IR"), supp(f) CU}, (11.46) 


donnée par 


m(h,b)+ f(x) = |deth|~"/?f (h7! - (a —b)), (11.47) 


est irréductible et unitaire. Pour certains sous-groupes H convenablement choi- 
sis, on peut montrer que + est de carré intégrable et conduit ainsi à un systèmes 
d’ondelettes de HZ (IR"). 


Si on prend, par exemple en dimension 2, le cas des matrices diagonales a 


coefficients positifs . 
H= a 0 a),42 € IR* (II.48) 
0 a2 i ’ 


la représentation donnée en (11.47) est de carré intégrable, si l’on prend par 
exemple U = IR} x IR}. Dans ce cas, la condition d'admissibilité est donnée 
par : 

dé Le 
leq] ~ 
Ce que l’on obtient dans ce cas est simplement une version “produit tensoriel” 


des ondelettes bidimensionnelles ; nous verrons dans le chapitre suivant une 
version algorithmique de ces ondelettes “produit tensoriel”. 


o< k we ora (11.49) 
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III CARRE INTEGRABILITE, MODULO UN 
SOUS-GROUPE ET ONDELETTES ASSOCIÉES 


III.1 Retour sur le groupe de Weyl-Heisenberg 


L’exemple le plus simple, c’est-à-dire le groupe de Weyl-Heisenberg, a déjà 
été décrit quelques lignes plus haut dans la discussion de la construction de 
Perelomov. Le résultat de Duflo-Moore s’applique bien entendu encore au 
groupe de Weyl-Heisenberg polarisé décrit précédemment, mais plus du tout 
si l’on considère le groupe de Weyl-Heisenberg plein IR? x IR, dans lequel 
on autorise le facteur de phase à appartenir à la droite réelle toute entière 
et non plus à l'intervalle [-r,x]. On peut aisément se convaincre dans ce 
cas là qu'aucun élément de L*(JR) n’est admissible. Nous avons pourtant eu 
l’occasion de signaler que le terme de phase ¢ ne joue strictement aucun rôle 
dans la construction. C’est pourtant lui qui est le responsable de la divergence 
des intégrales et qui fait échouer la construction directe des états cohérents à 
partir de la représentation. Dans un certain sens, on peut dire que “Gabor a 
été sauvé par la compacité de 51”. 


III2 Ondelettes indexées par un espace homogène 


Décrivons maintenant le cadre général dans lequel nous allons travailler. 
Soit G un groupe de Lie localement compact séparable et soit 7 une représen- 
tation unitaire irréductible continue de G sur l’espace de Hilbert H. Soit H 
un sous-groupe fermé de G, considérons l’espace quotient? X = G/H. Soit 
u une mesure quasi-invariante sur X, c’est-à-dire que la transformée de y par 
action de G est absolument continue par rapport à u. Le groupe G est alors 
canoniquement muni d’une structure d’espace fibré (voir l’annexe B pour une 
définition), de projection : 

W:GoxXx (111.1) 


Pour restreindre la représentation 7 a X, il est nécessaire d’introduire une 
section o : X — G de cet espace fibré. Il résulte de théorèmes généraux que 
l’on peut toujours trouver de telles sections qui soient C° par morceaux et 
Borel intégrables. On considère alors l’application 


To: X + U(H) (III.2) 


définie par 
To ETOC (IIL.3) 
3Nous considérons ici le cas des quotients à droite ; les quotients à gauche se traitent de 


manière tout à fait identique. Dans les exemples discutés par la suite, il peut arriver que pour 
des raisons pratiques, on considère plutôt l’un ou l’autre des types d'espaces homogènes. 
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Soit maintenant Yy € H. On introduit opérateur A, : H — H défini par : 
Vue H 


Ag u= i (u, no(£): Y) rx) - Y,du(zx) (IIL.4) 
x 
Définition 


1. On dira que la section ø est strictement admissible si A, est un multiple 
de l'identité. 


On dira que la section g est admissible si A, est un opérateur borné, 


2. 
inversible à inverse borné. 
3. Une représentation du groupe G, telle qu’il existe un Y% € H et une section 


admissible, sera dite de carré intégrable modulo H. 


III.3 Atomes temps-fréquence : le groupe de Weyl-Heisen- 
berg affine 


Nous nous tournons maintenant vers des exemples un peu plus complexes, 
pour lesquels nous appliquerons la procédure précédemment décrite. Notre 
premier exemple est le groupe de Weyl-Heisenberg affine, c’est-à-dire le groupe 
de Weyl-Heisenberg étendu (par produit semi-direct) par des changements 
d’échelle en dimension 1. Topologiquement : 


Gawn = IR} x D (IIL.5) 


Algébriquement, il s’agit de produits semi directs, dans la mesure où la dilata- 
tion (IR}) agit sur les translations (JR?" ou IR?) de manière naturelle. La loi 
de groupe est donnée par 


(QP, a,r, o) S (g',p', Wet’; ¢') (III 6) 
= (q + ar: g',p + a'r -p',aa',rr’, $ + p + par”! . q')) | 


Pourquoi considérer un tel groupe ? La motivation provient de l’analyse 
du signal en dimension 1, essentiellement, et est fondée sur la constatation 
suivante : Les ondelettes cffectuent une analyse à largeur de bande relative 
constante ; en d’autres termes, la largeur de bande d’une ondelette Yih a) (ou sa 
largeur de bande effective si Ñ n’est pas à support compact) est proportionnelle 
à la valeur de la fréquence autour de laquelle elle est localisée. En revanche, les 
gaborettes, engendrées par translation et modulation, effectuent une analyse à 
largeur de bande absolue constante, c’est-à-dire que leur largeur de bande ne 
dépend pas de la fréquence analysée. 

Or, étant donné un signal à analyser, rien ne dit a priori que l’une ou l’autre 
des deux méthodes est la plus efficace pour l’analyse. Bien au contraire, on sait 
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maintenant avec précision (voir [4] par exemple) que, dans le cas des signaux 
modulés en fréquence, les fréquences instantanées dépendant linéairement du 
temps sont optimalement analysées par les gaborettes, alors que les ondelettes 
sont optimales dans le cas des fréquences instantanées qui sont fonction hy- 
perbolique du temps. Nous avons aussi eu l’occasion d’évoquer brièvement ce 
probleme au chapitre V ; certains signaux peuvent être modélisés fidèlement 
comme superpositions de composantes modulécs en amplitude et en fréquence. 
Or, en fonction de leur largeur de bande locale, il peut arriver que certains 
de ces signaux soient mieux représentés localement par des ondelettes ou des 
gaborettes (la fonction d’analyse peut faire interagir plusieurs composantes, 
comme nous l’avons dit au chapitre V). Dans ce cas, on peut avoir besoin de 
minimiser cette interaction ou, au contraire (comme on le fait en traitement 
de la parole), de la maximiser pour produire une description plus proche d’un 
modèle donné (voir [2] par exemple). 


On peut donc essayer de concilier ces deux approches et engendrer des 
théorèmes de représentation de type temps-fréquence fondés, comme les on- 
delettes, sur un outil de base (l’ondelette mère) et un ensemble élargi de trans- 
formations simples (en l’occurence des translations, dilatations et modulations). 
Si l’on en revient au cadre général décrit plus haut, il s’agira de travailler sur 
la base du groupe de Weyl-Heisenberg affine. Dans le cas multidimension- 
nel, on s’intéressera à une généralisation des ondelcttes de R. Murenzi, ce qui 
implique l’introduction de rotations. L’étape suivante sera adaptation de la 
décomposition au signal, c’est-à-dire la recherche de la représentation la micux 
adaptée à la description souhaitée. Ce programme imite, avec une plus grande 
souplesse et dans une approche plus géométrique (mais au prix d’une perte 
de la puissance algorithmique), la méthode des paquets d’ondelettes introduite 
par R. Coifman et ses collaboratcurs. 

Nous allons donc montrer comment construire des systèmes d’ondelettes 
à fréquence centrale et largeur de bande variable et adaptable. La représen- 
tation que nous considèrerons n’est, bien entendu, pas de carré intégrable et 
il est nécessaire d'utiliser le formalisme précédent. Nous allons voir que dans 
certains cas, la section du fibré G + X fournit la fonction qui adapte la largeur 
de bande à la fréquence centrale des ondelcttes. 


Reprenons donc le groupe de Weyl-Heisenberg affine Gawa. Pour ne pas 
alourdir inutilement l’exposé, nous nous limiterons au cas unidimensionnel, ren- 
voyant à [11] pour le traitement du cas multidimensionnel. Les représentations 
unitaires irréductibles de Gays, peuvent être complètement classifiées (à équi- 
valence unitaire près, voir [11]) et nous nous restreindrons à la représentation 
suivante : 


U(b,w, a, 9): f(x) = Be ( = E *) (111.7) 


Un calcul immédiat montre le lemme suivant : 
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Lemme 1 U n'est pas de carré intégrable. 


Bien que ces représentations ne soient pas de carré intégrable, elles sont 
tout de même intéressantes pour notre propos. La preuve immédiate du lemme 
1 montre en effet que la divergence de l'intégrale (II.1) pour la représentation 
considérée provient d’un domaine d'intégration de dimension “trop grande” 
(nous reviendrons plus loin sur cette notion“), qu’il convient donc de réduire. 
Dans la droite ligne du programme défini plus haut, il est ainsi naturel de 
considérer des quotients de Gaw. Considérons par exemple le sous-groupe 
suivant : 

H = {(0,0,a,y),a E€ M*,p €[-7,7]}, (III.8) 


l’espace quotient : 
X = Gawn /H, (11.9) 


ainsi qu’une section o : X > Gawy. En paramétrant X par des éléments 
{(b,w) € IR?}, nous noterons donc 


o(b,w) = (b,w,a(b,w), &(b, w)) (III.10) 


et 
uz =Uoad (IIL.11) 


la restriction associée. 


Proposition 2 


(i) Avec les notations précédentes, l'opérateur À; défini en (IIL.4) est un 
opérateur de convolution, donné par le multiplicateur 


mole) = ] ENE- oD] late (111.12) 


(ii) o est admissible si il existe ÿ € L?(IR) telle que le multiplicateur mo (€) 
soit essentiellement borné inférieurement et supérieurement, i.e. qu'il 
existe deux constantes A, B telles que 


0<A<mo(é) <B<o p.p. (IIL.13) 


Preuve : Le calcul formel est immédiat ; une preuve plus complète peut être 
trouvée dans [14] par exemple. 


4L’information importante est ici qu’il existe un espace “temps-fréquence” naturellement 
associé à la représentation considérée ; cet espace “temps-fréquence” est naturellement ho- 
mogène par rapport à l’action du groupe. Nous verrons que les divergences apparaissent dès 
que la représentation est telle que chaque point de cet espace est “visité” une infinité de fois. 
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Remarque : Nous avons déjà discuté ces décompositions, ainsi que leurs ana- 
logues discrètes, au chapitre précédent. 


Exemples : Parmi les exemples classiques, on peut citer un certain nombre de 
sections © : 


1) La section constante 
a(b,w) = ao (IIL.14) 


conduit bien évidemment aux gaborettes usuelles. 


2) On voit facilement que les sections “affines” 
Qafflb w) = (Aw + p)7! (III.15) 


(ou [Aw+ u|} ) conduisent à une analyse par des ensembles de fonctions, copies 
dilatées et translatées d’une fonction unique (dans ce cas une copie modulée de 
la fonction (2)), donc à une analyse très proche de l’analyse par ondelettes. 


3) Dans les deux cas précédents, on voit facilement que A, est un multi- 
ple de l'identité ; ces deux sections sont donc strictement admissibles. Plus 
généralement, on introduit entre les deux une famille de “sections interpolantes” 
de la forme 


a(b, w) = |Aw + pl” (IIL.16) 


qui ont la propriété de fournir une transition continue entre les deux sections 
précédentes (à la valeur absolue près). L'intérêt de ces sections est que l’on 
peut les voir comme une famille à un paramètre (le paramètre v, les autres 
étant fixés), qui permet donc de rechercher la valeur “optimale” (dans un sens 
à préciser, par exemple au sens du minimum d’entropie, comme le font R. 
Coifman et ses collaborateurs) pour un signal donné (voir par exemple [17]). 


4) Une autre famille “naturelle” de sections est donnée par les sections ø qui se 
comportent comme (III.14) à basse fréquence et (IIL.15) à haute fréquence. Ce 
type d’ondelettes a parfois été utilisé pour la modélisation du systeme auditif 
humain (voir [2]). 


Etant donnée une section admissible ø ct une fonction Y% € L?(IR) telle que 
(11.13) soit valide, on peut introduire 


db) = Ag? -Us(b,w) : Y (111.17) 


où Ao est l’opérateur de convolution défini par le multiplicateur m3. On 
a immédiatement : 
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Proposition 3 Avec les notations précédentes, toute f(x) € L*(IR) peut être 
décomposée comme : 


fa TF (b, w) Yie, w dbdw (111.18) 
X 


où 


T7 (b,w) = (J; Y(b,w)) (III.19) 


Remarque 1: On a bien entendu toujours une formule de type Plancherel, 
exprimant la conservation de l’énergie : 


5 2 
|T} (b, w)|" dbdw = |f|}? (III.20) 


En revanche, la restriction de U à X se traduit par la disparition des propriétés 
de covariance de la représentation par rapport à l’action de Gaw. En effet, 


4 
Taw w ap) (Os w) = (f,U(b',w!, a’, Or As à Uo (b, w) g Y) 


n’est en général pas lié de façon simple à T7 (b, w). On parle parfois dans ce 
cas de covariance avec torsion (voir par exemple [1]), que Pon exprime dans le 
cas général sous la forme suivante : 


Tae yizutoya:)-12-p(2) = TF (97 - 2) (IIT.21) 


Remarque 2: Retour sur l’adaptativité. Si nous considérons une famille donnée 
de sections, par exemple la famille de sections interpolantes, nous disposons 
donc d’une famille de représentations des fonctions de L?(IR). Il est alors 
naturel de se reposer le problème de sélection de “la représentation la mieux 
adaptée à f(x)” dans la famille considérée. Comme nous l’avons déjà signalé, 
l’optimalité s’entend par rapport à un critère choisi à l’avance. Nous renvoyons 
à [20] et [22] pour un exemple de tels critères. 


IV ESPACES DE PHASES 


Nous n’avons vu jusqu’à présent que des exemples pour lesquels l’espace 
étudié était L*(IR") et l’espace image de la transformée temps-fréquence était 
de la forme L*(I?") ou L? IR?” x Q), où Q est un espace compact. L'avantage 
du formalisme que nous décrivons est qu’il permet de s’adapter à des situations 
géométriquement un peu plus complexes. 

Nous allons en effet replacer les décompositions temps-fréquence que nous 
avons étudiées dans un contexte plus géométrique. Ceci nous permettra de met- 
tre en lumière le rôle joué par le plan temps-fréquence ou espace des phases, 
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ainsi que son statut géométrique. Nous allons voir comment l’espace des phases 
peut être construit directement à partir de l’action du groupe de covariance 
sur l’espace de représentation considéré et comment la condition de carré- 
intégrabilité modulo H est souvent réalisée sur cet espace des phases. 

Les démonstrations ne seront le plus souvent qu’ébauchées dans cette sec- 
tion, une description précise dépasse le cadre de ce texte, et nous renvoyons à 
[1] et [20] pour un traitement plus complet. 


IV.1 Théorie de Kirillov et espace des phases 


Décrivons tout d’abord la méthode des orbites ct la construction de l’espace 
des phases qui lui est associée. Soit G un groupe de Lie localement compact 
séparable. G est muni d’une action de lui-même, appelée action adjointe et 
donnée par : 

ad(h):g € G > ad(h) -g = hgh € G (IV.1) 


Par différentiation au voisinage de l'identité, cette action peut se transporter 
sur l’algèbre de Lie G de G : 


Ad(h): X E€ G > Ad(h): X =hXh7 eG : (IV.2) 


Ad est aussi appelée action adjointe. Soit G* le dual de G. On peut transporter 
Ad sur G* par dualité : 


Ad*(h) : X* € G* > Ad*(h). X* € G* 
(Ad‘(h)-X°,Y)=(X*, Ad(h)-Y) VY EG (IV.3) 


Soit maintenant F € G*. On appellera orbite coadjointe (ou espace des phases) 
associée à F l'orbite Or de G à travers F par l’action coadjointe : 


Op = Ad*(G)-F (IV.4) 


On peut alors montrer (voir [12] par exemple) que l’espace des phases Op est 
un espace de dimension paire. Il est clair que Op est, lui aussi, muni d’une 
action de G, qui en fait un espace homogène pour G. Ainsi, on a 


Or = G/Gr (IV.5) 
ou Gp n’est autre que le stabilisateur de F, c’est-à-dire 
Gr = {g € G, Ad‘(g)-F=F} (IV.6) 


Considérons maintenant l’algebre de Lie G de G. Il est possible de la munir de 
la forme bilinéaire suivante, notée Br(-,-) ct définie par : 


Br(X,Y)=(F,[x,Y]) (IV.7) 
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Définition 3 On appellera polarisation réelle de G associée à F € G* une 
sous-algèbre de Lie P de G maximale telle que : 


Br(P,P)=0 (IV.8) 


La théorie de Kirillov permet dans certains cas d’établir une correspon- 
dance entre les orbites coadjointes et les classes d'équivalence unitaires de re- 
présentations de groupes. Ceci est vrai en particulier dans le cas des groupes 
nilpotents simplement connexes. Il est bien connu que de tels groupes sont 
monomiaux, c’est-à-dire que toute représentation unitaire irréductible est uni- 
tairement équivalente à une représentation induite à partir d’un caractère d’un 
sous-groupe fermé. C’est ce qu’exprime le résultat suivant ; nous renvoyons 
à [12] et [19] pour la démonstration. 


Théorème 3 Soit G un groupe de Lie réel nilpotent simplement connexe et 
soit G son algèbre de Lie. Alors, il existe une correspondance biunivoque entre 
les classes d’équivalence unitaires de représentations irréductibles de G et les 
orbites coadjointes de G. Plus précisément, à toute représentation unitaire 
irréductible x de G, on peut associer une orbite coadjointe O,, telle que x soit 
unitairement équivalente à : 


Ind&, (ei) (IV.9) 


où F € O, et H est une polarisation réelle de G. De plus, x est indépendante 
de H et de F € G*. 


Bien entendu, la classe des groupes nilpotents est extrémement restreinte. 
Néanmoins, il est possible de prouver des théorémes similaires pour d’autres 
classes de groupes (par exemple les groupes dits exponentiels ou les groupes 
résolubles de type I, voir par exemple [3]). La polarisation P doit, dans ce cas, 
satisfaire à une condition supplémentaire, appelée “condition de Pukanszky” 
(voir le complément C pour plus de précisions). En pratique, si le groupe 
considéré n’appartient à aucune de ces classes, il faut procéder au cas par cas. 


IV.2 Retour sur les exemples précédents 


Reprenons les exemples que nous avons étudiés jusqu’à présent. 


IV.2.1 Les ondelettes unidimensionnelles 


Le cas du groupe affine est le plus simple. Il est facile de voir que les repré- 
senta définies en (11.20-II.21) sont toutes deux induites à partir d’un caractère: 


x(b, 1) = e” 


Espaces de phases 159 


de P = {(b,1),b € IR} C Gars. De plus, un calcul simple (voir le complément 
C) montre que l’espace des phases associé est isomorphe au groupe affine lui- 
même. Ainsi les deux formalismes coïncident-ils dans ce cas précis. 


IV.2.2 Les gaborettes 


Le cas du groupe de Weyl-Heisenberg est légèrement plus complexe. En 
effet, il est notoire que la représentation (II.29) est induite à partir du caractère 


xa(p, p) = eè? 


(où À € Z) du sous-groupe {(0,p,¢), p € IR”, € S1} C Gwu. L'espace 
des phases associé est isomorphe (voir le complément C ou [11] pour le calcul 
complet) à IR?” ou, plus précisément, 


Ore Gwu/S' = JR?" (IV.10) 


La construction des gaborettes que nous avons donnée au chapitre IT correspond 
a cet espace des phases ; nous avons en effet construit des gaborettes sans 
tenir compte du facteur de phase @ dans le groupe Gwy. Le résultat est 
une représentation temps-fréquence qui n’est plus pleinement covariante par 
rapport au groupe de départ, mais qui est covariante à une phase pres. On 
retrouve bien 1a le résultat classique. 


IV.3 Les ondelettes multidimensionnelles 


Un autre exemple simple est fourni par les ondelettes “avec rotations” in- 
troduites par R. Murenzi, que nous avons également étudiées au chapitre II 
(et utilisées à la fin du chapitre V). Un calcul direct (voir par exemple [11]) 
montre que l’espace des phases associé à la représentation considérée du groupe 
UR’, x SO(n)) x IR” sur L?(IR") est de la forme 


Or © (IR x SO(n)) x IR"/SO(n — 1) = R3 x S°! x IR" & IR?” (IV.11) 


Rappelons que dans ce cas, SO(n — 1) étant compact et donc de volume fini, 
G # Or n’a pas de conséquence sur la carré-intégrabilité de la représentation. 
On vérifie facilement qu’il existe des sections admissibles. De plus, si l’ondelette 
(x) est elle-même invariante par SO(n — 1), il existe des sections strictement 
admissibles. 


IV.3.1 Les paquets continus d’ondelettes 


Reprenons pour finir le cas du groupe de Weyl-Heisenberg affine Gaw 1. 
Dans ce cas l’espace des phase associé à la représentation étudiée est de la 
forme : 


Or = Gaw u /(IR} X S!) = IR (IV.12) 
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ce qui est l’espace quotient que nous avions utilisé pour la construction des 
théorèmes de représentation temps-fréquence. De nouveau, il existe des sections 
admissibles, et même strictement admissibles, associées. 


IV.4 Les gaborettes sur la sphère 


Voyons maintenant le cas de la sphère. Nous voulons construire une analy- 
se de Fourier locale sur la sphère. Pour généraliser l’analyse de Gabor usuelle, 
nous avons donc besoin d’analogues des translations et des modulations. Les 
translations sur la sphère ne sont autres que les rotations de SO(n). En re- 
vanche, pour les modulations, revenons-en à la notion physique de fréquence, 
c’est-à-dire à une mesure de degré d’oscillations ou de distance entre deux os- 
cillations consécutives. Ceci implique un calcul de dérivée, de sorte que l’on 
est naturellement conduit à passer d’un point sur la sphère et son voisinage 
à l’espace tangent à la sphère en ce point (plus précisément l’espace cotan- 
gent, dual de l’espace tangent). Un candidat naturel pour l’espace de Fourier 
en ce point est donc l’espace cotangent à la sphère et l’espace des phases est 
naturellement identifié au fibré cotangent de la sphère. Les modulations (en 
un point de la sphère) peuvent maintenant être représentées par des trans- 
lations dans l’espace de Fourier correspondant, c’est-à-dire des éléments de 
IR"—', Pour avoir des modulations en tous points, il faut donc considérer I”. 
En ce qui concerne la structure de groupe, notons qu’un déplacement sur la 
sphère (c’est-à-dire une rotation) entraîne un changement d’espace cotangent 
(qui est lui aussi tourné). Un bon candidat pour engendrer l’analyse de Fourier 
à fenêtre sur la sphère est donc le groupe euclidien E(n), qui présente ces 
caractéristiques : 

E(n) = SO(n) x IR” (IV.13) 
où le produit semi direct indique précisément que les rotations agissent de façon 
naturelle sur les translations. De plus, nous savons que le groupe euclidien 
admet des représentations unitaires irréductibles sur L?(S"-1), de la forme 
(voir dans le complément C) : 


[Utr a): F](s) = 9 f(r? s) (IV.14) 


On montre dans le complément C comment obtenir cette représentation a partir 
de certaines orbites coadjointes de E(n), i.e. les orbites associées à 25 € IR 
et Rj = 0. Avec les notations du complément C, on choisit un système de 
coordonnées identifiant zg avec un vecteur €n d’une base {e1, €2,...en } de I”. 
On notera Q la demi-sphère supérieure : 


=l 
Q= Crime) ES" En > 0} 
Alors l’espace des phases associé à la représentation U est donné par : 
P P Į P 


Or = E(n)/(IRzġ x SO(n — 1)) 


Espaces de phases 161 


Figure VII.1 : Ondelettes sur $? : géométrie du problème. 


Pour simplifier les choses nous allons nous restreindre au cas de la sphère 
S? C IR’, que nous paramétrons par les angles d’Euler 6,¢ (voir la figure 
1 pour une représentation de la géométrie du probléme). Etant donnés trois 
angles d’Euler 9,¢,w, on leur associe une matrice de rotation 


r(¢, 0,w) = r12(d) à r23(0) $ ri2(w), (IV.15) 
ainsi qu’un élément de la sphère A(¢, 6), défini par : 
À(D,0) = r(®,8,w) - £3 = r12(0) : r23(8) - 2h (IV.16) 


Rappelons aussi les expressions des mesures invariantes par rotation sur le 
groupe SO(3) (du) et sur la sphère $? (dn) : 


du(r) = du(d,0,w) = dn(¢, 0)dw = sin 06dpdôdw (IV.17) 


Soit ø une section du fibré E(3) + SO(3) x IR? et notons Us la composition 
de U par ø. Nous utiliserons l’espace quotient suivant : 


E(3)/IR = SO(3) x M? 


qui contient Or. 
Soit # € L'(S?), à support dans 2 et considérons la transformation en 
ondelettes suivante : Si f € L*(S*) et sir = r(a,B,7) € SO(3) et q € IR? : 


T(r,q) = (f ,Uolr, q)! - ) 
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OA CO CE CORNE 0 
Q 
où (¢',8’) sont les angles d’Euler de r~! - A(a, 8) : 
rT! . (6,0) = A(¢', 6’) 


En utilisant la démarche précédente, on peut alors démontrer le résultat 
suivant : 


Théorème 4 Soit y € L?(S?) telle que Supp(w) C N et 


2x pr/2 8 2 
0 £ cy = sx’ f J leol dpdô < co (IV.19) 
o J-nj2 cosé 
Alors, l'application : 
1 
f Ee LS) > ——T, € L’(SO(3) x M?) IV.20 
(i (1.20) 


est une isométrie. 


Preuve : Supposons l’équation (IV.19) vérifiée. D’après Vinégalité de Young, 
T; € L?(IR,dq) V6. Un calcul direct (fondé sur le changement de variable 
À — v(A), où v(A) est la projection de À € Q sur le disque unité U C IR? et 
légalité de Plancherel) conduit a: 


irae = f f CODEC) du(r) 


pps? 
aan f f eee PO OT jus autr) 
a JSO(3) cos@ 
Ici J(A) n’est autre que le Jacobien du changement de variable À — v(A). 
Comme nous l’avons vu, la mesure invariante du sur SO(3) peut être factorisée 
en produit de la mesure invariante dn sur $? par la mesure de Haar sur le 
stabilisateur de A(a, 8), qui est isomorphe à SO(2). Ainsi 


| HOF 8") dur) = 2r|lflliecs2) (IV.21) 
SO(3) 


ce qui conclut la preuve du théorème. 


Il est utile de sortir du cadre quelque peu abstrait dans lequel se situe ce 
résultat et de le réexprimer avec des formules explicites. Pour cela, exprimons 
tout d’abord A(¢, 8) sous forme de coordonnées cartésiennes 


À(9,8) = (sin @ sin ¢, — sin 6 cos ¢, cos 8) 
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Rappelons que @ et 7/2 — ¢ représentent la partie radiale des coordonnées 
sphériques de À(#,8). On en déduit que le facteur q - A(¢, 0), intervenant dans 
l'équation (IV.18), vaut : 


q- A(¢,@) = qı sin 8 sin ġ — q2 sin@ cos 
Utilisant de plus le fait que : 
r(d,0,w)71 = r(—w, r — 0,—¢) 
on en déduit les expressions explicites des angles 0’ et Ÿ’ : 


sin 4 sin(¢ — a) ) 


pu t hE DL LN jus De 
$ y+arc an (re 


6’ = arccos (— cos 8 cos 3 — sin 8 sin B cos(¢ — a)) 


Ces formules rendent le théoréme 4 directement utilisable. 


Remarques 

1) On montre un résultat analogue au théorème 4 dans le cas du groupe 
euclidien bidimensionnel E(2), donc des fonctions sur le cercle S!. On obtient 
alors des décompositions de fonctions de L?(S!) sur des états cohérents de la 


forme: a 
Pia, (8) = e+ h(a + 8) (IV.22) 


où Y(a) est une fonction à support compact sur le demi-cercle. Dans ce cas, 
l’espace des phases est paramétré par (a,q) € S! x IR. La résolution de 
l'identité s’écrit alors 
f= if Ty (a, q) Via) dadg (IV.23) 
Cp J[0,27]x R 
2) Dans le cas bidimensionnel, nous avons considéré un espace quotient qui 
n’est pas l’espace des phases lui-même, mais le contient. On peut néanmoins 
se ramener à une représentation “temps-fréquence” plus naturelle en faisant 
(comme nous l’avions fait pour les ondelettes sur IR”, n > 2) une hypothèse de 
symétrie sur Ÿ. Si 4 est invariante sous l’action du sous-groupe SO(2) qui sta- 
bilise x5, alors on vérifie aisément que ce sous-groupe se factorise complètement 
dans toutes les équations. On obtient donc une transformation de Fourier locale 
sur la sphère de la forme : 


T : (S?) + L?(S? x IR?) (IV.24) 


3) Le cas multidimensionnel est en tout point similaire au cas bidimensionnel 
(voir [21] par exemple). Le théorème de représentation que l’on obtient a 
la même forme que le théorème 4. De plus, en supposant une ondelette y% 
invariante par le sous-groupe SO(n — 1), on se ramène une nouvelle fois à 
l’espace des phases. 
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4) Il est aussi envisageable de construire des représentations de type “temps- 
fréquence” sur des variétés plus générales que les sphères. Si la variété en 
question est homogène par rapport à l’action d’un certain groupe de transfor- 
mations, le langage et les méthodes décrits dans ce chapitre peuvent encore 
s'appliquer. Si tel n’est plus le cas, des transformations de type “ondelettes” 
peuvent encore être construites, mais il n’est plus possible de donner un sens 
global aux propriétés de covariance. 


Le théorème 4 permet l’utilisation de méthodes de type “temps-fréquence” 
pour des signaux définis sur des sphères et non plus sur JR”. On peut no- 
tamment développer dans ce cadre un analogue des techniques du chapitre V : 
caractérisation de signaux définis sur la sphère et auxquels on peut associer 
une fréquence (ou vecteur d’onde) local (voir [21] pour un exemple simple dans 
le cas du cercle). Des applications en géophysique et astronomie sont envisa- 


geables. 
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était principalement de montrer que la notion de “temps-fréquence” ou d’espace 
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VI COMPLÉMENT C 


VI.1 Quelques calculs d’espace des phases 


Nous donnons dans ce complément quelques exemples illustrant le calcul 
de l’espace des phases associé à une représentation donnée. Nous nous re- 
streindrons à quelques cas particuliers, contenant les exemples que nous avons 
traités dans le corps du texte. Ce complément est cependant très technique et 
sa lecture n’est aucunement nécessaire à la compréhension du corps du chapitre 
VII. 


VI.1.1 Le groupe de Weyl-Heisenberg affine unidimensionnel 


Commençons par décrire le groupe de Weyl-Heisenberg affine en dimension 
n, pour fixer nos notations. En dimension n, le groupe de Weyl-Heisenberg 
affine est topologiquement isomorphe à : 


Gawn & IR?"*! x IR: x SO(n) (C.1) 


et possède la structure d’un produit semi direct du groupe de Weyl-Heïsenberg 
n-dimensionnel par IR}. x SO(n). L'élément générique est de la forme 


g= (q, p,a,rT, p), q,p € RN’, ,a € IR! ,4 € IR, p € SO(n) (C.2) 
la loi de groupe étant donnée par : 


(g,p,a,r,@) + (g',p',a',r!,w') = (C.3) 
(q +ar: g,p+a"îr -p',aa,r a r,e + p +p: (ar ? q')) ‘ 


Gaw u peut être réalisé comme groupe de matrices de la façon suivante (la loi 
de groupe étant la multiplication des matrices) : 


1 


1 tfar-l.p] ọ 
g=|0 [er] (dl (C.4) 
0 0 1 


(Ici le symbole “ ‘” représente la transposition vecteur colonne — vecteur ligne.) 
L’algebre de Lie Gawn de Gawy peut, elle aussi, être représentée comme 
algèbre de Lie de matrices (avec le commutateur et l’addition des matrices 
comme lois) de la façon suivante: Si À € IR et R € so(n), on pose Ry = R+A. 
Alors 


0 tE t 
Gaw © 0 RA z |,éxeR",\temRRE so(n) (C.5) 
0 0 0 
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Gaw x est sous-tendue par les matrices suivantes : 


0...0 1 1 . 0 0 
Oo... 0 0 0 1 0 0 
T= ,K = 
QO... . 0 0... 041 
0 1 0 0 
Oo... . 0 
P; = rus 45 ia 5 (Pi), = 64,05v,i-+1 
0 0 
0 0 
Oo ceva: ae, à 
Qi = Pen te on ade ok cal , (Qi), = 000 p,i+1 
0 0 
0 0 
Dell e Alt (Fi) = ôv j+1 Ôp, i+1 — Op,i+10vi+1 
ei AA cag E S 
0 . . . . 0 
Ainsi, tout élément X € Gaw u peut être écrit sous la forme : 
X =x- Qi +E- P; +AK +R- Sitter (C.6) 


où A,t € IR, 2,€ € IR” et les ri sont les coefficients d’une matrice de so(n), 
que l’on notera R par la suite. 


Le groupe de Weyl-Heisenberg affine unidimensionnel possède une structure 
beaucoup plus simple que le groupe multidimensionnel. Il est en effet résoluble, 
de sorte que la méthode des orbites s’applique. Le première étape consiste en 
calcul de l’action adjointe du groupe sur son algèbre de Lie. Soit (q,p,a, p) € 
Gawuz et soient (x, £, À, t) les coordonnées d’un élément x € Gaw g dans la base 
{Q, P, K,T}. Un calcul simple montre que : 


Ad(g) +X = gXg7' = (ax — Aq,a7"€ + Ap, A, t + ap —a~'g€— pga) (C.7) 


de sorte que Ad(g) a la réalisation matricielle suivante : 


a 0 —q 0 
0 a`! 0 
Ad9=| 5 o i i (C.8) 


ap —a™'q -pq 1 
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Par rapport à la base duale {Q*, P*, K*,T*}, on en déduit l’action coadjointe 


suivante : 
a`! 0 0 -p 
Š 0 a 0 q 
Ad*(g) =' Ad 1) = = . 
(9) GR Sr 
0 0 0 1 


Soit maintenant 
F = 19 Q* + &P* + AK” + tol” € Gawn 
Les orbites coadjointes s’écrivent : 
ry rt maxi — pti 
fo > €" = agd + gto 
Nj Mt = AȘ — path + a qui — ap 65 
ti tt =t 
On distingue donc trois familles d’orbites. 
VI.1.2 Orbites dégénérées 
Ce sont les orbites qui correspondent a : 
r= =t =0, A =X 
Dans ce cas, la seule polarisation possible est 


P = Gawn 


(C.9) 


(C.10) 


(C.11) 


(C.12) 


(C.13) 


et les représentations unitaires irréductible correspondantes sont les caractères 


de Gawu- 


VI.1.3 Orbites de type affine 
Les orbites de type affine sont caractérisées par : 
th = 0, 
et donc completement par : 


sE = 2j = 4 € IR 


Considérons par exemple l'élément de l'orbite OF caractérisé par p : 


F=Q* + uP" 


(C.14) 


(C.15) 
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Soit Gp le stabilisateur de F pour l’action coadjointe. Puisque, 
Ad*(q,p,4, p) - F = a7'Q* + paP* + (qa™' — app) K*, (C.16) 
Gpr est donnée par : 
Gr ={(4.9/41,9), Ge € M} (C.17) 
La seule polarisation possible est : 
P = IRQ @ IRP & IRT (C.18) 


Elle vérifie la condition de Pukanszky (i.e. Ad*(e?).F = F + P+). En effet, 
soit X = zQ +EP + tT. Alors 


Ad*(eX)- F = F + (x — pg)K* (C.19) 
ce qui prouve l’assertion. 
Considérons maintenant les représentations associées. Soit F défini par 


(C.16) et soit h = (q,p, 1, p) = exp(X) € P = exp(P). Alors les coordonnées 
de X sont (q,p,0,4 — pa/2). F définit un caractère yp de P; si X EP: 


xr(exp X) = ei<PX> (C.20) 
et comme la condition de Pukanszky est satisfaite, la représentation U de Gaw y 


induite par yp est irréductible. 
On l’obtient de la manière suivante. Considérons l’espace de Hilbert : 


H= {f : GawH +o, | |f (z)? du(x) < oo, 
P\Gowur 


et f(h-g) = xr(h)f(g), Vhe H) (C.21) 


p est ici une mesure quasi invariante sur H\Gaw 7, par exemple la mesure de 
Lebesgue sur la demi-droite. Soit A la racine carrée de la dérivée de Radon- 
Nikodym correspondante. Alors U agit sur H : 


[U (a, p,a, p): f](0,0,u,0) = A(q,p,a,y)f [(0,0, u, 0) - (g,p,a,ç)] 
= A(q,p,a,v)f [(ug, u*p, 1, y-)(0, 0, au, 0)] 
= A(q, p,a, p)elurte” "Pl £(0, 0, au, 0) 


En identifiant H avec L?(IRX), on obtient : 


Ula pap) F) (u) = VaelatHr Il ffau) (C.22) 
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VI.1.4 Orbites de type Stone-Von-Neumann 
Ce sont les orbites caractérisées par : 
t* #0 (C.23) 


Pour tous 2, 65, il existe des valeurs de p,q,a telles que x* = £* = 0. On peut 
donc choisir sans perte de généralité : 


2, = =0 (C.24) 


de sorte que les orbites coadjointes 


a" = —pt* 
E = qt* ee (C.25) 


soient caractérisées par t* € I*,A5 € IR. Soit donc : 
F=ťT + x" K* (C.26) 
et soit Op orbite correspondante. Le stabilisateur de F est : 
Gr = {(0,0,a,ÿ), a € D, € IMR} (C.27) 


Les seules polarisations possibles sont : 


Poa ee ou (C.28) 


IRP $ IRK 9 IRT 


Un calcul simple montre qu’elles satisfont toutes deux à la condition de Pukans- 
zky. Prenons : 


P = RQ e RK © RT (C.29) 


P\Gawun est donc isomorphe à la droite réelle. Soit 
X =xQ +)K +tT (C.30) 
un élément arbitraire de P, alors 


er} 


À 


exp{X} = (x ,0,e*,t) (C.31) 


F definit le caractère suivant yp de P = exp{P} : 


xF(q,0,a, 9) = exp {i (A* In(a) + t*y)} (C.32) 


Complément C 171 


La représentation U induite par xp agit sur 


H = {f $ Gawu > ® bare lf(x)/? du(z) < Ow, 


aWH 


et fader Hy Yh € p} (C.33) 


où p est une mesure quasi invariante sur P\Gaw n, par exemple la mesure de 
Lebesgue sur la droite réelle. U est alors donnée par : 


[U (q, p, a, p) ? f] (0,6, 1,0) a A(q.p,4, 9) f (0, €, 1,0) : (q,p, 4, y)] 
= A(q, p,a, 9) f [(9,0, 4, p + £q) - (0, a(€ + p), 1, 0)] 


= A(q, p,a, jel M+ (et €al £(0, 0, a(€ + p), 0) 


Si Pon identifie H avec L?(IR) et en tenant compte de la forme explicite de 
A(q,p,4, p), on obtient : 


(U(q,p,4, 9) + f] (€) = Vae MAH (teal F (a(E + p)) (C.34) 


Ceci conclut le calcul des orbites coadjointes du groupe de Weyi-Heisenberg 
affine unidimensionnel. Le cas multidimensionnel, plus complexe, est traité 


dans [11]. 


VI.2 Le groupe euclidien 


Considérons maintenant le cas des orbites coadjointes du groupe euclidien 
E(n). Le groupe euclidien peut être, lui aussi, réalisé comme un groupe de 
matrices (c’est en fait un sous-groupe de Gaw) et nous nous fonderons sur 
cette réalisation pour calculer l’espace des phases. 


E(n) = { n ,r E SO(n), qe me} (C.35) 


en) = OR Qe Mss { A 5) > Re soln), s e m" } (C.36) 


i<j 


Soient donc 


et 


R z Ai MEn 
x= (4 1) =: zi: Qi +$ RI- Ji ee(n) 


i=1 ij 
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1 


On voit facilement que Ad(g) - X =g: X - g7} est donné par la matrice : 


rehR-r i r-g—r-R-ro}-g 
( A k ) (C.37) 
Or, puisque 
pris rite eR (638) 
ij ij 


on en déduit l’action adjointe de E(n) : si (xo, Ro) € e(n), l'algèbre de Lie de 
E(n) 


zo  —zæz=r-zo—(lo)r-Ji-r-l.q 


Ad C.39 
OL ira > Ri = (re Ror); (550) 
Alors , , 
zo —z=r Lexo+(Ro}r-l.Ji.q 
Ad(g7 { ; ni T C.40 
(g ) (Ro)? + R = (r7} . Ro . roi); ( ) 
et on en déduit l’action coadjointe : si (x5, Rg) € e(n)“ 
Xo >rt =r- ri 
Ad” ° _ j ; C.41 
ola sasereg MD 


Considérons maintenant le cas particulier 73 4 0, R = 0. On a alors 
Gr & fisa) E G,s E SO(n- 1), q € Hi”, Ji-q Lz vizi} 
SO(n — 1)k (IR. x3) 
Les représentations qui nous intéressent sont induites & partir de la polari- 
sation suivante (qui contient Gp) : 


p-m Xe SR. Ji (C.42) 
1 


où la seconde somme est prise sur les éléments de so(n) appartenant au noyau 
de xå, i.e. une sous-algèbre so(n — 1). 
Soit y un caractère de P = exp P 
y(e*) = etiw) (C.43) 


et soit y une mesure quasi invariante sur G/P. Soit 
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H = f; : G > C, mesurable, telle que f |f (u) du(u) < oo 
G/P 


et JG: = x) WEG, heP} 
= L?(G/P, dp) (C.44) 
G agit sur H comme suit : 


[U(r,q)- f](e,0) = f(r, -r~ - q) - (p,0)) 
= f((r7-p,0)- (1,-p7! 4) 
= eitri PT) fp! - p,0) 


et, après avoir identifié G/P à S"~', en posant s = p- 23, la représentation U 
agit sur L?(S"-?) : 


[U(r,q) - f(s) = ef? f(r} - s) (C.45) 


ce qui est la forme recherchée. 


VII COMPLÉMENT D 


VII.1 Ondelettes sur les sphères 


Nous avons vu au cours de ce chapitre comment le langage de la théorie 
des groupes permet de construire des représentations “temps-fréquence” sur la 
sphère, en se fondant sur l’action d’un “groupe de Weyl-Heisenberg adapté?” à 
la situation. En revanche, on ne sait toujours pas à l’heure actuelle adapter 
ce type de construction au cas des ondelettes sur la sphère. On aurait besoin 
pour cela d’une notion naturelle de dilatation, ce qui est, en toute rigueur, 
incompatible avec la géométrie de la sphère. 

Il existe en fait une (ou des) variante(s), fondées sur d’autres arguments liés 
plutôt aux décompositions de Littlewood-Paley ou aux analyses multirésolution 
infinitésimales que nous avons déjà rencontrées (voir à la fin du chapitre IT et 
aussi dans la suite au chapitre VIII). Nous donnons ici un aperçu de ce type 
d'approche, pour compléter l'approche géométrique. 

Les outils de base utilisés ici sont les outils classiques de l’analyse sur les 
sphères, à savoir les harmoniques sphériques et les polynômes de Legendre, 
dont nous rappellerons les grandes idées. On sait que l’opérateur laplacien sur 
IR? peut être écrit en coordonnées sphériques sous la forme 


A= or + —A* (D.1) 
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où A* est la partie angulaire du laplacien, aussi appelé laplacien de Beltrami 
sur la sphère. On appellera polynômes harmoniques de degré £ les fonctions 
propres de A* associés à la valeur propre —£(£ + 1). Il est bien connu que 
l’espace engendré par les polynômes harmoniques de degré £ est un espace de 
dimension finie égale à 2£ + 1, dont une base orthonormée est fournie par les 
harmoniques sphériques Y;"(s) : 


VE YE) = 6006 (D.2) 
qui vérifient de plus le théorème d’addition : 


2041 ; 
T Pe(s- s’) (D.3) 


£ 
5O ¥s"(s)¥e"(s') = 


m=—£ 


où les P(x) sont les polynômes de Legendre. 
Les harmoniques sphériques permettent d’associer à toute fonction f € 
L\(5?) sa transformée de Fourier sphérique : 


fa i F(s)¥2"(s)dn(s) (D.4) 


Si f(s) € L*(S?), alors © |fem|? < œ et ona 


co l4 
F()=9 Y fem¥7"(s) (D.5) 


£=0 m=—£ 


Les polynômes de Legendre forment, quant à eux, une base de L? ([—1, 1]) : 
Vf(z) € L?([-1,1]) on peut écrire : 


jte) = E A OPa) (D.6) 


£=0 


où les coefficients f(£) forment la transformée de Legendre de f(z) : 


1 
f(d) = an | f(x) Pe(x)dz (D.7) 
-1 
Les polynômes de Legendre vérifient de plus les relations d’orthogonalité sui- 
vantes : 
: 2 
Pe(z) Pe (x)dx = ——dee i 
I (x) Pe(x)dx 41 et (D.8) 
ainsi que la formule de Hecke : 
x 47 
f Pes š o)Pe(s’ : o)dn(o) = Po (l)Pe(s : s’) = TEL (D.9) 
5? +1 
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VII2 Identité approchée sur la sphère 


Le point de départ est une analogie avec les exemples unidimensionnels que 
nous avons vus plus tôt. Prenons tout d’abord l'exemple suivant. Partant d’une 
fonction f(s) € LP(S?), on sait lui associer son prolongement harmonique dans 
la boule intérieure, c’est-à-dire le domaine 


B< = {x € IR’, |e? <1} 


qui est donné par 
Sr(s,a) = Pa * f(s) (D.10) 


où P,(x) € L'([-1, 1]}) est le noyau de Poisson : 


1 1 — a? A 2n+1 
Pala) = = UN ap D.11 
a) 4n (1 + a? + 2azx)3/? 2 4n (2) Py) 


Sp(s,a) est donc une fonction harmonique dans la boule intérieure (i.e. vérifie 
AS; = 0 et limg-41 S;(s,a) = f(s). On rappelle que le produit de convolu- 
tion d’une fonction F(s) € LP(S?) par une fonction G(x) € L'([-1,1]) est la 
fonction F x G(s) € LP(S?) donnée par : 


FH Ge) = I F(o)G(o - s)dn(o) (D.12) 
S? 

On peut alors écrire comme nous l'avons fait au chapitre IT (quand nous avons 

introduit le concept d’analyse multirésolution infinitésimale) : 


T;(s,a) = —-ada5(s, a) (D.13) 


ce qui fournit une décomposition de Videntité : 


f{s)= J Ty(s,a) © (D.14) 


soit une formule proche du schéma linéaire de décomposition associé à la for- 
mule de Morlet. On se trouve donc en présence d’une décomposition du même 
type que les décompositions en ondelettes continues. La variable a joue ici le 
rôle de variable d’échelle. 

En général, étant donnée une identité approchée a(x) de LP([-1,1)}), il 
suffit de considérer 


a(x) = —d0aba(2) (D.15) 


pour obtenir des formules similaires. 
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VII3 Le schéma bilinéaire 


On généralise de façon similaire ce que nous avons appelé plus tôt le schéma 
bilinéaire. Pour cela, donnons-nous une fonction y(x) € L'({—1,1}) et asso- 
cions-lui la famille suivante de fonctions définies sur la sphère S? : 


bas) = Y(s-0) (D.16) 


Remarquons au passage que ces expressions utilisent le produit scalaire de IR? 
pour décrire les déplacements sur la sphére. Considérons sa transformée de 
Legendre y(n) : 


Sein J  We)Pa(z)de (D.17) 


ainsi que la famille d’ondelcttes Ya o) (8) définies comme des copies “tournées” 
des fonctions ta(s), elles-mêmes définics par leur transformée de Legendre : 


a(n) = b(an) (D.18) 
Piao) lS) = (a)(1,9) (8) (D.19) 


On a alors le théoréme de représentation suivant : 
Théorème 1 Soit y(x) € L'([-1,1]), telle que 
1. 2 
f |é(an)| “ =1 Vn (D.20) 
0 


alors V f(s) € L?(S?) ona 


f(s)= f Í Tlo, ajpals: a) Č anlo) (D.21) 


où les coefficients T;(o,a) sont donnés par 


Titoa) = f f(s)¥a(s- o)dn(s) (D.22) 


Preuve : Montrons simplement que la transformation 
f(s) > T;(o,a) 


est une isométrie (la convergence forte de la formule de reconstruction (D.21) 
résulte des mêmes arguments que ceux que nous avons utilisés tout au long du 
chapitre II). On voit aisément que Ty(o,a) € L?(S*). De plus, en utilisant la 
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définition des coefficients T} (ø, a) et l’expression des fonctions Ya(s) en fonction 
de leur transformée de Fourier sphérique, on a : 


À IT,(0,4)|? dn(o) = Y` Î f(s) f(s") Pela + 8)Pe(o - s')än(s)dn(s')dn(o) 


ee 
(D.23) 
En utilisant la formule de Hecke (D.9), on obtient : 


J 1rr(o a)? ante > JPA: sdn{sjan(s) (229 
ce qui, combiné au théorème d’addition (D.3), conduit à 


fit o,a)? dn(o) = XO lhal) l fem]? (D.25) 


lm 


et, de là, au résultat. 

Le fait que cette construction n’entre pas dans le cadre géométrique décrit 
dans ce chapitre n’entraîne pas pour autant que la transformée en ondelettes 
ainsi définie ne possède pas de propriété de covariance. En fait, il résulte de 
invariance par rotation du produit scalaire de I? que, si f(s) € L?(S?), si 
r € SO(3) est une matrice de rotation de IR? et si on note f,(s) = f(r}. s) 
une copie “tournée” de f(s), on a 


Tr, (o,a) = T(r: o,a) 


pour tous o,a. On retrouve bien ainsi une propriété de covariance par rotation, 
similaire à celle obtenue précédemment. 


Chapitre VIII 


ALGORITHMES RAPIDES DE CALCUL DE 
LA TRANSFORMÉE EN ONDELETTES 


I INTRODUCTION 


L’un des problèmes essentiels qui se posent en pratique est celui du calcul 
effectif de la transformée en ondelettes d’une fonction ou d’un signal à ana- 
lyser. Considérons par exemple le cas simple de la transformée en ondelettes 
unidimensionnelle. On doit donc évaluer des intégrales de la forme 


T(b,a) = (f, Viva) = à tow? = *) as (1.1) 


Clairement, le choix d’un algorithme de calcul présuppose le choix d’une discré- 
tisation de la transformée en ondelettes et donc le choix d’un réseau d’échan- 
tillonnage. Nous nous limiterons ici aux deux cas les plus simples. Le pre- 
mier, que nous appellerons échantillonnage sur grille dyadique, est dicté par 
les règles de discrétisation que nous avons décrites en discutant la construction 
de repères d’ondelettes. Le second respecte une version discrétisée des pro- 
priétés de covariance de la transformée en ondelettes (covariance par dilatation 
et translation) : la transformée en ondelettes d'une copie translatée et dilatée 
d’un signal donné est égale à la copie translatée et dilatée de la transformée du 
signal original, pour peu que la translation et la dilatation respectent le réseau 
de discrétisation. 

La solution la plus immédiate si l’on dispose d’une expression analytique 
pour la fonction f(z) est d'utiliser des méthodes numériques d'intégration 
(des méthodes à pas adaptatif si nécessaire) pour l'évaluation de (1.1). Cette 
méthode présente l’avantage d’être a priori aussi précise qu’on le désire, mais 
est en général extrêmement coûteuse en temps de calcul, en particulier pour 
les grandes échelles (i.e. les grandes valeurs de a). Dans ce cas, le support de 
Vondelette Ÿ(4,4) croît proportionnellement à a et le temps de calcul également. 
De plus, dans les cas pratiques (c’est-à-dire pour le traitement de signaux 
numériques), quand on ne dispose pas d’une expression analytique pour f(x), 
il est nécessaire d’utiliser une procédure d’interpolation, par exemple, pour 
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pouvoir se ramener au cas précédent, ce qui est aussi coûteux en temps de 
calcul. 

Il faut alors évaluer l'intégrale (1.1) à partir des échantillons de f(z), ce qui 
peut être fait de façon approximative en utilisant pour discrétiser l'intégrale 
des “sommes de Riemann” 


T(b,a) = Eroh” — +) | (1.2) 


a 


(où l’on a échantillonné à la fréquence unité pour simplifier) ou une méthode 
de trapézes, ou autre en fonction de la précision voulue. Bien entendu, ceci ne 
supprime en aucun cas le premier défaut de la méthode, qui est de nécessiter un 
temps de calcul très élevé à grande échelle. Il est facile d’évaluer la complexité 
de l’algorithme correspondant, c’est-à-dire le nombre d’opérations à effectuer!. 
Si l’on dispose de N = 2” échantillons du signal fn et que l’on souhaite évaluer 
T;(b,a) avec la même fréquence d’échantillonnage en b, sur des échelles en 
progression géométrique, disons 27, j = 1,...log,(N ) pour fixer les idées, le 
nombre d'échantillons de l’ondelctte à j fixé se comporte comme 2/M et le 
calcul à j fixé nécessite donc 2/MN opérations. En sommant sur les échelles, 
on obtient : 


L 
SJ 2)MN & KN? 
1 


pour une certaine constante K. Il s’agit donc d’un algorithme en O(N?), 
extrêmement lent pour grand N. 

Une alternative consiste à utiliser la forme de la transformée en ondelettes 
donnée par la formule de Parseval : 


Ty(b,a) = = f it f(E)b(ag)" dé (1.3) 
TJR 
Dans ce cas, on reconnaît immédiatement la transformée de Fourier inverse 
du produit KOCAM ce qui suggère d’utiliser une méthode de transformée 
de Fourier rapide. Ainsi, la complexité de algorithme est réduite comme 
suit. Laissant de coté la première FFT qui donne f (£) à partir de f(x), qui 
est effectuée une bonne fois pour toute, on obtient pour le même problème 
que précédemment L = log, (N) fois une FFT inverse, d’où un algorithme de 
complexité totale 
KN log (NY 

ce qui, pour N grand, représente déjà une amélioration certaine. Le défaut de 
cette méthode est d’utiliser la FFT comme une “boite noire” et d’être ainsi 


l Pour ce faire, on compte habituellement les multiplications, le coût d’une addition étant 
en général plus faible. 
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tributaire de sa qualité? 

En fait, il est possible dans certains cas de construire des algorithmes 
adaptés à la nature même de la transformée en ondelettes. Ce sont ces algo- 
rithmes que nous allons maintenant décrire. Ils ont en fait été développés 
indépendamment des ondelettes, dans un contexte de traitement numérique 
des images. Nous avons choisi dans ce chapitre de commencer par décrire 
la structure algorithmique elle-même, avant d’envisager son utilisation dans 
le calcul de transformées en ondelettes. Comme nous allons le voir, ces algo- 
rithmes correspondent davantage à une méthodologie générale (filtrage et sous- 
échantillonnage) qu’à une technique figée. Des lors, on peut concevoir beaucoup 
de variations autour du cadre que nous décrivons ici. 


Remarque : Nous nous restreindrons ici aux algorithmes de calcul de la trans- 
formée en ondelettes et ne discuterons pas la transformée de Gabor, pour la 
bonne et simple raison qu’il n’existe pas d’algorithme rapide de calcul de celle- 
ci autre que ceux fondés sur l’utilisation de la FFT. La raison essentielle en est 
que les algorithmes de type “ondelcttes” sont fondés sur des idées de dilatation 
et sous-échantillonnage, naturellement adaptées à des réseaux de discrétisation, 
au contraire des modulations qui sont à la base de la tranformée de Gabor. 


II ONDELETTES SUR UNE GRILLE DYADIQUE 


Nous débutons notre description par une analyse des algorithmes permet- 
tant un calcul efficace de la transformée en ondelettes sur une grille dite dya- 
dique, c’est-à-dire de la forme décrite dans le chapitre consacré aux repères 
d’ondelettes. Il s’avére que, dans ce cas, il existe une relation très étroite entre 
les décompositions en ondelettes et les algorithmes pyramidaux développés par 
les spécialistes de traitement numérique des images, à savoir essentiellement 
la technique du laplacien pyramidal et du codage en sous-bandes. Avant d’en 
revenir aux ondelettes, nous allons commencer par décrire ces deux techniques 
et, tout d’abord, revenir sur le théorème d’échantillonnage. 


II.1 Le théorème d’échantillonnage 


Concentrons-nous dans ce cas au problème d’échantillonnage (c’est-à-dire de 
discrétisation) de fonctions définies sur la droite réelle. La question essentielle 
est la suivante : peut-on échantillonner une fonction sans perte d’information ? 
La réponse est bien entendu positive, à condition de disposer d’information 
a priori sur la fonction échantillonnée, c’est-à-dire de la certitude de pouvoir 
reconstruire la fonction à partir des échantillons par interpolation. Nous nous 


2En particulier, il peut arriver que dans certaines implémentations, la phase de la FFT 
ne soit pas très fiable. 
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limiterons ici au cas de l’échantillonnage des fonctions à bande limitée, c’est-à- 
dire des fonctions appartenant à un espace de Paley-Wiener 


PW, = {f € L?(IR), supp(f) C [-w,u]} (11.1) 


où w est un nombre réel non nul. 


La question est : comment échantillonner convenablement une fonction f 
donnée ? En d’autres termes, comment remplacer une fonction f € PW,, par 
un ensemble discret de ses valeurs, sans perte d’information ? 


On associe à f la suite de nombres (échantillons) : 


fu = (nde) = f(—) nez (IL.2) 


Ve 


où Ve est un nombre réel, appelé fréquence d’échantillonnage. En fait, pour que 
l’échantillonnage soit consistant, la fréquence d’échantillonnage ne peut être 
choisie arbitrairement. Pour une fonction donnée f, dans une certaine classe 
(f est supposée à bande limitée, c’est-à-dire que sa transformée de Fourier 
est à support compact), il existe une fréquence critique, appelée fréquence de 
Shannon vs. Dit autrement, pour une fréquence d’échantillonnage donnée ve, 
il existe une fréquence critique (appelée fréquence de Nyquist, Yn = Tve) telle 
que toute fonction ayant dans son spectre de Fourier des fréquences supérieures 
à la fréquence critique ne pourra être correctement échantillonnée. 


Avant d’entrer dans plus de détail, considérons l’exemple simple d’une fonc- 
tion f(x) monochromatique, de pulsation wọ. Dans ces conditions, il est évident 
que pour ve < wo/m, c’est-à-dire si Pon prend moins de deux échantillons 
par période de f(x), échantillonnage sera insuffisant pour caractériser f(x) 
de manière consistante. Les traiteurs de signaux parlent d’échantillonner une 
fonction harmonique à deux points par cycle. 


Plus précisément, le résultat suivant (dit théorème d’échantillonnage) mon- 
tre que toute fonction f, dont la transformée de Fourier est à support com- 
pact contenu dans un intervalle [—w9,wo], est complètement caractérisée par 
les échantillons fn = f(nôe) = f(E);n € Z, pour toute fréquence d’échan- 
tillonnage inférieure à la fréquence de Shannon vs = w/a. Inversement, 
Péchantillonnage d’une fonction continue qui n’est pas à bande limitée à moins 
de la fréquence de Nyquist substitue à celle-ci une autre fonction, qui est 
elle-même à bande limitée par v, —cet effet est connu sous le nom aliasing 
(phénomène de repliement). 
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Théorème 1 Soit f(x) € PW.,,. 


(i) Si ve < wo/T, l’échantillonnage fn = f(n/ve) ne permet pas de déterminer 
f(x) sans hypothèse supplémentaire. 


(ii) Si ve > wo/r , soit @ € SUR) une fonction telle que Supp(¢) est contenu 
dans l'intervalle [—-nv.,nv.] et d(x) = 1 pour tout x dans l'intervalle 
[-wo,wo]. Alors ona: 


pe j = pr JE - Zyras (11.3) 


ENS- D (11.4) 


Ve 


(ili) Si ve = wo/7T , Péchantillonnage permet de déterminer f(x) si la suite fn 
est dans l? (Z). f est alors donnée par : 


25 lene) (11.5) 


oe nve(z —n/ve) 


Nous ne donnerons pas ici la démonstration de ce théorème bien connu 
(voir lintroduction du livre de Y. Meyer par exemple pour une description 
simple). Nous nous contenterons de l’illustrer par des arguments de physiciens. 
La base est la formule sommatoire de Poisson, que les physiciens ont l’habitude 
d'interpréter comme suit. On appelle peigne de Dirac la périodisée de la masse 


de Dirac à l’origine : 
Diju (£) = a T—— 


Dans un certain sens, la formule de Poisson (voir l’annexe A) dit que la trans- 
formée de Fourier d’un peigne de Dirac de période v7! Dj /,,(x) est (à une 
constante près) un peigne de Dirac de période 272% Dorv, (E). Si l’on interprète 
l’échantillonnage fn = f(n/ve) de la fonction f(x) comme une multiplication 
de f(x) par le peigne de Dirac de période v7", alors la transformée de Fourier 
discrète de {fn} sera le produit de convolution de FE) par le peigne de Dirac 
de période 2mve, c’est-à-dire la périodisée de FE de période 277, (toujours 
à une constante près). Ainsi, les trois cas décrits dans le théorème précédent 
correspondent aux cas où l’on peut ou ne peut pas retrouver f (€) à partir de 
ae Î(E + 2nv-k) par restriction a l'intervalle [-wo,wo]. Dans le second cas, 
cette restriction peut être faite à l’aide d’une fonction ¢(€) très régulière (ici 
dans la classe de Schwartz), donc très bien localisée en x. Dans le troisième cas 
en revanche, la seule possibilité pour ¢(2) est le sinus cardinal sin(x)/x, qui est 
très lentement décroissant. 
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Remarque : Dans la pratique, on a fréquemment à étudier numériquement des 
signaux (fonctions) qui ne sont pas à bande limitée, ou à trop large bande. Dans 
ce cas, il faut effectuer un filtrage préalable, destiné à supprimer les trop hautes 
fréquences. On peut alors effectuer un échantillonnage convenable. Néanmoins, 
signalons que tous les signaux provenant de mesures physiques sont par la force 
des choses à bande limitée. 


II.2 Algorithmes pyramidaux en traitement d’images 


La technique du laplacien pyramidal, due à Burt et Adelson [1], part de la 
constatation suivante : lorsque l’on représente un signal sous forme d’échantil- 
lons, il existe une information qui n’est pas directement accessible et qui a trait 
aux corrélations entre échantillons successifs. Pour décrire ces corrélations, on 
a habituellement recours à différents filtrages, c’est-à-dire des convolutions avec 
des suites (en général de longueur finie) dont la transformée de Fourier est bien 
localisée autour d’une fréquence donnée. Le laplacien pyramidal réalise ces 
opérations, dans le cadre d’un algorithme de faible complexité. 

Considérons par exemple une suite {s,,n € Z}, que l’on considérera, 
pour fixer les idées, comme un ensemble d’échantillons d’une fonction s € 
L?(IR). Elle définit par transformation de Fourier une fonction 27-périodique, 
périodisée d’une fonction de support dans {—7,7]. Considérons maintenant 
une suite {h,,n € Z}, telle que la restriction de sa transformée de Fourier 
à [—x, x] soit essentiellement concentrée dans [—7/2, 7/2]. La situation idéale 
est dans ce cas la fonction caractéristique de {—x/2, 1/2] ; nous verrons un peu 
plus loin pourquoi cette situation n’est pas idéale en pratique. Mais revenons 
à l’algorithme. 

Formons le produit de convolution de ces deux suites : 


Cn = Y hn-kSk (IL.6) 
k 


La transformée de Fourier de ce produit de convolution est une fonction 27- 
périodique et sa restriction à [—7, 7] est essentiellement concentrée dans l'in- 
tervalle [—71/2, 2/2]. Donc, on peut songer à sous-échantillonner ce produit de 
convolution d’un facteur 2, modulo une petite erreur (due à un terme d’aliasing) 
que l’on se propose de contrôler. Notant {s°} = {s}, le résultat est une nouvelle 
suite : 


sl = So honk sh ={H- 8°]n (11.7) 
k 


où l’on a noté H l'opérateur “convolution + sous-échantillonnage”. Le résultat 
est une nouvelle suite, qui représente la composante “basse fréquence” de 


{snn E Z}. 
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En effet, on a retiré à cette dernière la majeure partie de ses fréquences com- 
prises entre 7/2 et x en valeur absolue. {s!,n € Z} est donc une version lissée 
de {s,,n € Z}, à laquelle on peut faire subir le même traitement. On introduit 
donc : 


s? =[H:.s!}, = XO hon-esh (II.8) 
k 
et ainsi, de proche en proche : 


si =(H- si], = X` hons! IL.9 
k 
k 


L'indice j est clairement ici un indice d’échelle, puisque le passage de j à j+1 
correspond à un sous-échantillonnage par 2. 

L'étape suivante est la reconstruction de la suite {s,,n € Z} à partir des 
suites {si,n € Z}. Considérons tout d’abord {s}, n € Z} ; pour pouvoir la 
comparer à {s%,n € Z}, il est d'abord nécessaire d'insérer des zéros aux points 
intermédiaires (pour retrouver des fréquences d’échantillonnage compatibles), 
puis on fait agir l’adjoint de l’opérateur de convolution précédent : 


5) = hu -nsh = [H"a] (11.10) 
k 
La suite {5?,n € Z} fournit donc une image floue de {s?, n € Z} ; on note 
{d}, n € Z} la différence des deux suites : 
d} = st 35 (IL.11) 
d'=[1-H*.H]:.s (11.12) 


{d} n € Z} représente les détails de {s°,n € Z} absents de {30 ,n € Z}. 
De même, on introduit : 


3 = Dh sit! = [H est], (11.14) 
k 
ainsi que | 
di, = sit — 33} (IL.15) 
d = [1-H*-H]- si (11.16) 


Etant donné un entier L, il est évident que la suite {s,,n € Z} est 
entièrement caractérisée par son approximation {s4,n € Z} à l'échelle numéro 
L et ses détails {df,n € Z}, j = 0,..L — 1 aux échelles intermédiaires. En ef- 
fet, on a un algorithme de reconstruction tout aussi simple que l'algorithme de 
décomposition : 

Sa = H*. sı + dı 
= H” -s2 + H” -d3 +d; 
= H*! . sp +H*t-! -dr +... + H* -d2 + di 
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Autrement dit, approximation so à l’échelle 1 est la somme de l’approximation 
à échelle 2” et des détails aux échelles intermédiaires : 


L 
so = H'E.s1+ > H” - dja (11.17) 
j=l 


Structure pyramidale : L’algorithme de décomposition possède une structure 
extrémement simple. En effet, pour chaque valeur du coefficient d’échelle j, on 
effectue des opérations rigoureusement identiques pour passer de l’échelle 7 à 
l'échelle 7 + 1. L’algorithme est donc un algorithme en cascade, au même titre 
que l'algorithme de FFT. On dit aussi qu’il possède une structure pyramidale 
et que les mêmes opérations (simples car toujours linéaires) sont effectuées à 
chaque étage de la pyramide. Il est illustré par un graphe à la figure VIIL.1. 

L’algorithme de reconstruction est lui aussi un algorithme pyramidal du 
même type. 


Nombre de données et complexité algorithmique : Nous venons de voir que 
l'algorithme précédent fournit une représentation d’une suite quelconque, dans 
laquelle l’accent est mis sur la description des corrélations entre échantillons 
successifs. Il est important de constater que dans cette représentation, le nom- 
bre des données n’a augmenté que de façon raisonnable. Supposons, pour sim- 
plifier, que la suite {s,,n € Z} est de longueur finie N et évaluons le nombre 
de coefficients nécessaires pour décrire cette nouvelle représentation. Nous sup- 
poserons aussi, pour simplifier, que le nombre de coefficients non négligeables de 
{h,,n € Z} est très petit devant N. Le nombre de coefficients de {sf,n € Z} 
et {d}, n € Z} est de l’ordre de 2-7N. Si la décomposition est effectuée jusqu’à 
l’échelle numéro L, le nombre de coefficients est de l’ordre de : 


N N N N Er 

Nto tg tety i oy =e }<2N (IL.18) 
Un calcul tout à fait similaire fournit la complexité de l’algorithme de 
décomposition : supposons que le filtre {h,,n € Z} possède M coefficients 
non négligeables. Le calcul de {s}, n € Z} à partir de {s/-l,n € Z} comporte 
essentiellement 2!~7NM multiplications. De même le calcul de {d3-!,n € 
Z} à partir de {s,n € Z} comporte 2-7NM multiplications. Ainsi la 

décomposition jusqu’à l’échelle L comporte : 


L-1 
NM(1+2 273427") =NM(1+4(1-27442-")) <5NM (11.18) 
j=l 


On se trouve donc en présence d’un algorithme de complexité O(N), ce qui est 
plus performant que Valgorithme de FFT. 
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Choix de la suite {hn,n € Z} : Le choix de la suite {h,,n € Z} est 
extrêmement important. Tout d’abord, on veut que cette suite soit bien lo- 
calisée, c’est-à-dire à décroissance suffisamment rapide pour que l’on puisse la 
tronquer sans commettre d’erreur trop importante. Ceci exclut en particu- 
lier la suite dont la transformée de Fourier est la fonction caractéristique de 
[—x/2,x/2], qui décroit en 1/n. D’autre part, la suite {h,,n € Z} doit être 
assez régulière pour posséder de bonnes propriétés de localisation dans l’espace 
de Fourier ; on se ramène alors par une dilatation des suites dont la restriction 
à [—7, x] est bien localisée au voisinage de [—x/2,x/2]. 

Une autre manière de tester la régularité de la suite {h,,n € Z} est 
de calculer la fonction associée, c’est-à-dire la suite {s,,n € Z} dont la 
représentation est la plus simple possible, à savoir : 


L 


di =0 VneZ,j=0,.,L-—1 
Sn = dno 


Dans ces conditions, on a: 
s=H*".s, (11.19) 


Il est souvent important en pratique que cette suite {s,,n € Z} soit régulière. 
En fait, il existe des critères permettant d’estimer la régularité de {s,,n € Z} 
à partir de certaines propriétés du filtre {h,,n € Z}. 


II.3 Codage en sous-bandes 


La technique du codage en sous-bandes consiste en une amélioration du 
laplacien pyramidal. On se place, dès le départ, dans le cadre des signaux 
échantillonnés, c’est-à-dire dans 1?(Z). On considère deux suites absolument 
sommables {h,,n € Z} et {gn,n € Z}, similaires à la suite {h,,n € Z} 
précédente. Plus précisément, considérant les restrictions de leurs transformées 
de Fourier à [—7, 7], on impose que celle de {h,,n € Z} soit concentrée au 
voisinage de [—1/2, 1/2] et que celle de {gn,n € Z} soit concentrée au voisinage 
de [-7,-x/2]Ufr/2,x]. On va alors procéder de manière similaire au chapitre 
précédent : la convolution de {s,,n € Z} par {h,,n € Z} ou {g,n € Z} 
produit une suite dont la bande a été réduite d’un facteur 2 (à une erreur 
provenant d’un mauvais échantillonnage près). On sous-échantillonne alors 
chacun de ces deux produits de convolution d’un facteur 2. Ce faisant, on 
commet dans les deux cas une erreur (aliasing) et on va rechercher dans quels 
cas ces erreurs peuvent se compenser. 

Pour cela, considérons en détail les opérations effectuées lors du schéma 
décomposition-reconstruction, sur une seule étape tout d’abord. Pour plus de 
généralité, on utilisera deux suites différentes {hn,n € Z} et {ÿn,n € Z} 
pour la reconstruction, au lieu des complexes conjugués de {hh,n € Z} et 
{9n n € Z}. 
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Décomposition, décimation et insertion des zéros : On considère comme dans 
la section précédente les convolutions 


So hn—kSk 5 So gn-KSk (11.20) 
k k 


dont on ne conserve qu’un point sur deux comme précédemment, puis on rem- 
place la valeur enlevée par la valeur zéro. Par convention, on force à zéro les 
échantillons impairs. Après transformation de Fourier, le résultat vaut : 


{ 8%(€) = Z [8(E)mo(€) + 8(E + 7)mo(E +7)] 
d CE) = 7 [8(E)m (E) + SE + m)mi(E + 7)] 
(Noter la présence du terme d’aliasing en 8(£ + 7).) 


Reconstruction: On utilise maintenant les suites de reconstruction {h,,n € Z} 
et {ÿn,n E Z}: 


8"(£) = 4 [tito (E)mo(E) + ñ (€)mi(E)] 8(€) 
+4 [mmo (€)mo(E + r) + mi (Ejmi (E+ 7) 8(E + x) 


On impose enfin la propriété de reconstruction exacte, c’est-a-dire en particulier 
Vannulation du terme d’aliasing. Plus précisément, on écrit : 


{ ™mo(E)mo(E) + m1 (E)mi(€) = 2 
mo (E)mo(§ + x) + m4 (E)mi(E + 7) = 0 


ou encore sous forme matricielle : 


tn mite ay): (R48) = (9) aaa 


Notons A (£) le déterminant de cette matrice. La solution est alors donnée par : 


oe = zg m(E+ 1) 
ri (€) = — sg mo(E +7) 


Il existe encore à ce point un grand nombre de solutions. Smith et Barnwell 
ont alors proposé de se restreindre au choix des filtres miroirs en quadrature 
(nous utiliserons le sigle consacré “QMF”, provenant de l’expression anglaise), 
en se restreignant à A(£) = —e- et en posant : 


mi (ê) = e mo (E+ x) (11.22) 


qui conduisent à la fameuse relation (souvent appelée “condition QMF”) : 


|mo(€)|° + |mi(é)|” = 2 pour tous les € (IL.23) 
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Codage en sous-bandes : On sait donc maintenant transformer une suite en 
deux autres suites, sous-échantillonnées d’un facteur 2, de telle manière que la 
transformation soit inversible. On a ainsi, grossièrement parlant, remplacé une 
fonction de bande [—7, 7] en deux parties haute fréquence et basse fréquence, 
de bandes respectives [—7x,-x/2]U[r/2,x] et [—-x/2,x/2]. On peut maintenant 
renouveler l'opération sur la partie basse fréquence, puis itérer la procédure. 
Ce schéma de décomposition se nomme le codage en sous-bandes. 

Quelle est la complexité algorithmique d’un schéma de codage en sous- 
bandes ? Pour l’évaluer, on considère une suite de N échantillons et deux filtres 
{h,,n € Z} et {gn,n € Z} de M échantillons chacuns. La première étape, 
c’est-à-dire le calcul de J}, h2n-ksx et D>, G2n-xsk, représente 2 fois M fois 
N/2 multiplications, c’est-à-dire MN opérations. L’étape suivante représente 
un calcul similaire, effectué sur deux fois moins d’échantillons, d’où MN/2 
opérations et ainsi de suite. D’ot, après L étapes, le nombre total d'opérations 
peut être estimé comme : 


NM(1 +27! +27? +27 4... 42747!) = 2NM(1— 274) <2NM (IL24) 


De plus, un calcul similaire montre que le nombre de coefficients intervenant 
dans la décomposition vaut exactement N, d’où aucune augmentation du nom- 
bre de données. 


II.4 Transformée en ondelettes sur grille dyadique 


Il existe des ondelettes pour lesquelles on peut utiliser un algorithme de 
type codage en sous-bandes. Ces ondelettes sont associées à des fonctions 
dites fonctions d’échelle. Par définition, nous appelerons fonction d’échelle une 
fonction p(r) € L?(IR) telle qu’il existe une fonction mo(£) € L?([0,2x]), 27- 
périodique, vérifiant : 


|mo(€)P? + Imo(é +7)? = 1 (11.25) 


(cette condition est identique à la condition QMF (II.22)-(1I.23) à une norma- 
lisation des filtres près), telle que 


A(26) = mo(€)4(€) (11.26) 
On notera de nouveau : 
mo(€) = 5 hpet*s (IL.27) 
k 
et 
my(€) = >> guet (IL.28) 
k 


les développements de Fourier respectifs de mo et mı. 
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Notons maintenant? 
pi(z)= 27 6(2 x —k), y(x) = 27/p(27 7x —k) (IL.29) 
et les coefficients correspondants : 
= (f,4)) (11.30) 
T} f = (f,¥}) (11.31) 


Calculons par exemple : 


à S A A ik JE > E * 
SH = | NOEP ag 
=E f JOme HOE) ag 
= rig | HOPI eglai a 
L 
= = Ue Lot -if 


Un calcul en tous points identique fournit une expression similaire pour les 
coefficients T. k f. En récapitulant, on obtient : 


Proposition 1 Soient ¢(x), w(x) une fonction d’échelle et une ondelette as- 
sociée à une paire de QMFs. Alors, pour toute f(x) € L? (IR), le calcul de la 
transformée en ondelettes sur grille dyadique peut être effectué à l’aide d’un 
schéma de codage en sous-bandes : 


T'f=ÿ SETT (11.32) 
l 


sff = 3 SETI (11.33) 


Nous nous retrouvons donc dans un schéma identique au codage en sous- 
bandes étudié à la section précédente. L'identification est complète lorsque l’on 
a remarqué que la condition imposée sur m9 et m1 est exactement une condition 


3Noter ici la normalisation choisie pour les fonctions, telle que ofl = ||¢||1 et de même 


pour pE. 
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j=0 O © O 
j=1 O 

hy 
j=2 O 

hy. 
j=3 O 


Figure VIII.1 : Algorithme QMF associé à la transformée en ondelettes sur 
grille dyadique. 


QMF. On a donc de nouveau un algorithme rapide de reconstruction, donné 
par : 


Sjaf = X gu-T!f + D hars} f (11.34) 
l l 


L’algorithme peut être schématiquement représenté de la manière suivante. 
On considère par exemple une suite mo(£) possèdant trois coefficients non nuls 
h_1,ho,h1 et on suppose que l’on connaît la suite Sk f,k € Z. Dans ces con- 
ditions, l’algorithme de décompositions aux échelles plus grandes est organisé 
comme dans la figure VIII.1. 

En remplaçant mo(£) par m,(€), on obtient un algorithme similaire pour 
les coefficients T? fkezZ. 


Remarque: Pour conserver une unité de notations dans cet ouvrage, nous avons 
choisi en (II.29) la “normalisation L!” pour les fonctions gi et pi. On choisit 
plus souvent la “normalisation L?”, c’est-à-dire f(x) = 2-3/246(2-Jz — k). 
L’unique modification à apporter à l’algorithme est alors une renormalisation 
des filtres par un facteur 2. 


II.5 Quelques exemples et commentaires 


Il est assez facile de construire des couples (¢,~) associés à des QMF's 
et permettant donc l’utilisation des algorithmes décrits plus haut. Beaucoup 
d’exemples sont fondés sur Pidentité trigonométrique 


N 
sin € = 2sin (€/2) cos (€/2) =... = slim 2% sin (27 %€) I] cos (277€) (11.35) 


j=l 
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qui implique donc 


sin€ _ LL cos (2776) (IL.36) 


Ainsi, en partant d’un entier n > 1 et en posant 


. € n 
PnlE) = ei? (=) (11.37) 
2 
il vient immédiatement i i 
Pn (2E) = mo (EAn (E) (11.38) 
avec ie 
mo(é) = (==) = eink? cos" $ (IL.39) 


Notons tout de suite que ce filtre mo(£) ne vérifie pas la condition “QMF” 
(II.23) quand n > 2; la reconstruction ne sera donc possible qu’en utilisant un 
filtre Mo(£) approprié. 

Ceci conduit directement à l'algorithme pyramidal précédent pour le calcul 
des coefficients S He f. 

Il est facile d’obtenir une ondelette associée, en posant 


1— ets p int Š E 
as — ping /2 nS 
mi(é) = == ) =e sin” > (II.40) 
ce qui conduit à : 
E } :.2n € 
nese ee Te (11.41) 
2 


et est aussi compatible avec notre algorithme pyramidal. 

Il faut néanmoins noter que nous sortons ici du cadre précédent, dans la 
mesure où (à part pour n = 1) les filtres mo(£) et mı (€) ne vérifient plus la 
relation de QMF. Il faut alors introduire une ondelette de reconstruction : 


Xn(€) = a (3)6(3) (II.42) 
avec le filtre passe-haut correspondant : 

= pe) _ 1— |mo(6)P? 

my(€) = mi (€ (11.43) 


Cet exemple correspond en fait aux ondelettes dites splines. Ces ondelettes 
sont étudiées plus en détail dans le complément E. 
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Remarques 


1) Si on considère les formules précédentes, dans le cas n = 1, on obtient 
alors le célèbre système de Haar, dont la fonction d’échelle est la fonction 
caractéristique de l'intervalle [0, 1] : 


Qı (x) = X{0,1)(2) (11.44) 


et l’ondelette est la fonction de Haar : 
1 
n(x) = H(z)-2H(z — 5)+ H(z — 1) (II.45) 


où H(z) est la fonction de Heaviside. Il est bien connu que la famille des 
274/24 (2-72 — k), j,k € Z est une base orthonormée de L?(IR), ce qui n’est 
plus le cas pour n > 2. Dans ce cas, il faut modifier la construction pour, dans 
un premier temps, obtenir une fonction ¢(x) telle que la collection de ses trans- 
latées entières soit une base orthonormale de l’espace qu’elle engendre. Dans 
un deuxième temps, on montrera qu’il existe une ondelette associée, telle que 
la collection de ses translatées et dilatées (correctement normalisées) sur une 
grille dyadique soit une base orthonormale de L?(IR). Nous ne décrirons pas 
ces aspects ici et renvoyons à [4] et [10] pour une présentation self-consistante 
de la théorie et à [3],[4] pour des listes de coefficients de filtres. 

2) La procédure précédente conduit à des ondelettes possédant n moments 
nuls (en effet vn(E) ~ €" quand € ~ 0). Il est facile de la modifier pour obtenir 
un nombre de moments nuls différent, par exemple en changeant la puissance 
de sin(€/2) dans la définition de m1(£). Il faut néanmoins faire attention aux 
zéros de m1(£) et faire en sorte que mı (Ẹ) soit bien défini quand m (€) = 0. 

3) Nous avons vu ici le rôle joué par les QMFs dans le calcul numérique 
de coefficients d’ondelettes. Plus précisément, dès que l’on dispose d’une base 
d’ondelettes, on montre que le calcul des coefficients correspondants peut être 
effectué avec un algorithme de QMF (voir [3], [8] et [10] par exemple). Le 
probléme réciproque, 4 savoir associer une base d’ondelettes 4 une paire de 
QMFs, est lui aussi intéressant. A. Cohen [2] a donné une condition nécessaire 
et suffisante pour qu’une paire (mo,m1) de QMFs engendre des fonctions @ et 
de L?(IR) conduisant à des bases d’ondelettes. 


III ONDELETTES SUR GRILLE RÉGULIÈRE 


Considérons maintenant le cas de la transformée en ondelettes sur un réseau 
régulier, c’est-à-dire dans la version discrète de la transformée en ondelettes 
invariante par translation. On va maintenant chercher à utiliser de nouveau 
des algorithmes du même type que les algorithmes de codage en sous-bandes 
précédents. Pour cela, commençons par le cas simple où il est possible d'associer 
à l’ondelette utilisée une fonction d’échelle g(x) et une paire de QMFs. 
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III1 UTILISATION DE QMFs 


Supposons donc que nous disposons d’une paire de filtres miroir en quadra- 
ture mo et m1, tels que 


(2€) = mo(E)A(E), 2E) = ma (ECE) (111.1) 


Nous noterons maintenant S; f et T; f les coefficients d’échelle et les coefficients 
d’ondelette respectivement : 


510 =2 f 180275)" dr (111.2) 


DH =2 [HE - 0) ar (111.3) 


Il est alors facile de faire un calcul similaire au précédent : 
S) = 5 | AOS) "de 
7 i J f (€)e" mo (27716) $ (271E) "ag 
= ig Dh SAt 0e (21e) ag 
= 5y AT Sj-1 f(k — 2571) 
l 


qui fournit ainsi : 


Proposition 2 Soient ọ(x), y(x) une fonction d’échelle et une ondelette as- 
sociée à une paire de QMFs. Alors, pour toute f(x) € L?(IR), le calcul de la 
transformée en ondelcttes sur grille régulière peut être effectué à l’aide d’un 
schéma de codage en sous-bandes sans sous-échantillonnage : 


T;f(k) = X gf Sj- f(k- 27-11) (II1.4) 
l 


Sj f(k) = X h} Sj- f(k — 27) (111.5) 
l 


4A ne pas confondre avec les coefficients TES et Sif que nous avons utilisés précédemment. 
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Ainsi, on obtient une organisation pyramidale similaire à la précédente, 
la seule différence étant que, cette fois, on a un schéma consistant en filtrages 
successifs et non de filtrages et sous-échantillonnages successifs. Avec les mêmes 
conventions que dans la figure 1, l’algorithme peut être représenté comme sur 
la figure VIII.2 : 


Remarque : QMFs ou FFT ? Comme nous l’avons vu, le calcul d’une trans- 
formée en ondelettes “presque continue” au moyen de la FFT requiert de Pordre 
de CrrrN log,(N)? opérations, et le calcul au moyen de l’algorithme pyrami- 
dal, de l’ordre de Com FN log,(N) opérations. L’algorithme pyramidal semble 
donc plus efficace, mais le rapport des temps de calcul dépend en fait de N ou, 
plus précisément, du rapport 


T= log (N)Crrr/Comr. 


Si N est assez petit pour que 7 soit inférieur à 1, algorithme fondé sur la FFT 
est plus rapide. On peut facilement voir que dans le cas de filtres “classiques”, 
de longueur 10 environ, la valeur de transition est autour de N ~ 1000. 


III.2 Pseudo-QMFs 


Nous avons donc vu quelle est la situation lorsque l’on dispose d’une paire de 
QMFs pour calculer la transformée en ondelettes. Malheureusement, ça n’est 
en général pas le cas. Par exemple, dans le cas des ondelettes les plus simples, 
entre autres les dérivées de gaussiennes, on ne dispose pas de QMF permettant 
d’accélérer le calcul. La question naturelle qui se pose est de savoir si on peut 
trouver une expression approchée de la transformée en ondelettes, de sorte que 
la transformée approchée soit calculable avec des QMFs. Ce problème a été 
étudié par un certain nombre d’auteurs, qui ont fourni des expressions explicites 
pour les filtres approchés qui interviennent. Nous décrirons ici une des solutions 
possibles qui est donnée par les analyses multirésolution infinitésimales que 
nous avons déjà en l’occasion de voir à la fin du chapitre H (et qui fait aussi le 
lien avec les décompositions “presque continues” de la fin du chapitre VI). 

Dans ce cas, on part d’une ondelette y(x) € L?(IR), normalisée de sorte 
que : 


©. du oe sa du 
ky = f Dane =f Deer. (IIL.6) 
0 u 0 u 
On construit alors une fonction d’échelle associée y(x), telle que : 
2 Pre da 
a= | (aS (11.7) 
1 


50ù Cour dépend de la longueur des filtres {hn} et {gn}. 
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Figure VIIL.2: Algorithme QMF associé à la transformée en ondelettes sur 
grille fine. , 
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et des ondelettes intégrées U(r), vérifiant : 
1 
a A da 
Ho) = f 59% (111.8) 
2 


On a alors 2 
P(E) = (6/2) — P(E) - (III.9) 


et toute fonction f(x) € L?(IR) peut être décomposée comme : 


f(z) = (Fp?) + Sivi (IIL10) 


J=Jo 


où l’on a posé 


Wi (x) = 2-70 (2-4 (a2 — b)) (11.11) 


et de même pour Ÿ?. A partir de ces nouvelles fonctions, on peut construire des 
filtres et un algorithme rapide approchés de la manière suivante. Nous allons 
tout d’abord faire l'hypothèse qu’il existe une fonction (pas nécessairement 
2n-périodique) po(€) définie partout, telle que : 


(2E) = Ho (EACE) (111.12) 
ainsi qu’une fonction 41 (€) telle que 
Ÿ (2€) = m (E)A(E) (111.13) 


L’idée essentielle est la suivante. Supposons que nous voulions échantillonner 
T;f et S;f à la fréquence unité, on fait ’hypothese a priori que la fonction p 
est essentiellement localisée dans l'intervalle [—7, x]. 

Introduisons le sous-espace de L? (I) suivant : 


Uy = {f € (R), f =X anye(z—k), {ar} €7(Z)} (111.14) 


Nous supposerons que la collection {p(z — k), k € Z} est une base de Riesz 
de Up, c’est-à-dire qu’il existe deux constantes finies et non nulles A et B telles 
que 

A< 5 IG(E + 27k)[? < B (presque partout) (11.15) 

k 

On montre alors facilement qu’il existe une fonction x € L?(IR) telle que la 
suite {x(x — k), k € Z} est la base de Uo biorthogonale à {p(x — k), k € Z}. 
x est donnée par 


spe, P(g) 
R(E) = SRE +20) (111.16) 
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Considérons maintenant les discrétisations des fonctions T; f(x) et S; f(z) : 
S$(n) = Tin), Ti(n) = S;(n) Yne Z (111.17) 


Passons à la détermination des QMFs approchés, que nous noterons m§ (£) = 
Lp hte et mi(£) = Oo, gret. L'idée qui est à la base de tout ceci est que 
dans la mesure où la fonction ¢ est localisée dans un voisinage de 0 et où les 
filtres mo et m; apparaissent toujours sous la forme de produits avec $, on peut 
se contenter de les approximer avec des filtres 27-périodiques dans un voisinage 
de 0. 

Nous noterons : 


=X gf" Sef (n—k) (IIL.18) 
k 
et 
n) = X he" SE f(n — k) (III.19) 
k 
et aux échelles suivantes : 
T? f(n) = Y gf" S$- f(n — 27k) (111.20) 
k 
et 
rene f(n —23-'k) (111.21) 


La sélection des filtres approchés mÿ(£) et m{(&) se fait en comparant les 
résultats fournis par l'algorithme, c’est-à-dire S$ f et T? f aux discrétisées des 
transformées usuelles SY f et Tf f; 

On remarque immédiatement le résultat suivant : 


Proposition 3 Ker(S¢) = U$, et pour j =1,..., S$ -UF = T? -U$ =0 

Il existe de nombreux critères de choix du meilleur filtre approché. Les filtres 
approchés que nous choisirons sont donnés par le résultat et les estimations 
suivantes : 
Théorème 2 Soient y(x) ct Y(x) respectivement la fonction d'échelle et l’on- 


delette intégrée associées à l’ondelette y(x) et soient pio(€) et pı (Ẹ) les filtres 
passe-bas et passe-haut associés. Notons : 


(pam =| f lore )-m RO ae] (111.22) 


On a alors les propriétés suivantes : 
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i) Il existe une unique paire de filtres 21-périodiques m$ (€) = m;(€) qui 
minimisent v(ui,m®). Leur expression est la suivante 


deez P(E + 2rk)"G(2(E + 2rk)) 


= — 111.23 
mo(é) Deez IBE + Qnk)|? ( ) 
Lez P(E + 20k)" D(2(E + 27k)) 
_ PAS TETRI EAST ET)? III.24 
mi(é) reg PEF 27) ( ) 
li) Ona | 
[SE — S$ filo < (u0,m0)2 7 Kill fle (IIL.25) 
et 


MTEF -Tiflo < 28 (ronm )+Civluo, mo) VĒK;-1) Ille (111.26) 


où 


Ci 


ess sup m;(£) 
EER 


K; = 1~ (Cv?) 
1 — Cyv2 


ii) Pour toute f € ùo, on a de plus : 
Sif=Stf, T'f=Tif (IIT.27) 


et 


Avant de démontrer ce résultat, notons le corollaire immédiat : 


Corollaire Les filtres approchés donnés par le théorème précédent vérifient : 
mo(€) +mi(€) = 1 (III.28) 


et fournissent donc l'algorithme de reconstruction simple suivant, analogue de 
la formule de reconstruction de Morlct : 


Sof(n) =Y T#(n) (111.29) 


j20 


Passons maintenant à la preuve du théorème. On remarque d’abord que 


Paume ns 2r DS 
ISE- Séflh sY | [mE (€)—malE + 27h)IG(E + 2k) f(E + 27k)|dE 
kez 


< f [E - mONO Nae 


< zrs] f Oro - 020 F ag e 
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On voit donc apparaître la fonctionnelle v dans notre problème. Sa minimi- 
sation est un problème classique, qui est en fait équivalent à la projection 
orthogonale de ¢(z/2)/2 sur Uo (i.e. la minimisation de la distance dans L? 
entre ¢(z/2)/2 et Uo). Plus précisément, les coefficients h, ne sont autres que 
les coefficients par rapport à la base des ọ(x — k), k € Z de la projection de 
@(x/2)/2, que l’on obtient simplement en écrivant que 


1/2 z 
(z (=) z Eicéte +0) 1 ¢(z+k)VkE Z 
ce qui conduit a 
Le (a + k)* D2 p(x +1) - 505 (5)]dz = 0 Vke Z 


ou encore 


27 
| SRE [ma (E) D> |G(E+2m1) PS G(E+2nl)*G(2(E+2nl)) ]aé = 0 (Wk € Z) 
9 leZ lez 

On sait dans ce cas que la solution est unique et qu’elle est précisément le mo(£) 
qui est donné dans l’énoncé du théorème. On estime rigoureusement de même 
l'erreur ||T? f — Tff |l, ce qui conduit à l’expression donnée pour m; (£). 

Passons maintenant aux échelles plus grandes. Il est utile d’introduire les 
coefficients intermédiaires suivants : 


Ti f(n) = Doi Sil — 2771k) (IIL.30) 
Sifin) =J hy Sof (n — 271k) (111.31) 
k 


Clairement, on a 
ISSF- S$fl < MSGI - Siflh + IS — S¥7|h 
ITS = Ta SUP TA + ITiS- TPs lh 
Examinons les coefficients S$ f (le raisonnement pour les T? f est le même). 
— ~ 27% , . 7 
557-534 =f | Lomo 2 E+2nk)) ENA- E+2rk)) F(E+ERR) 
keZ 
D mo (Z te) (E + 2mk)) F(E + 2k) |ag 
keZ 
og 12 
<Ivie] | meeega -olea 


+ 


<li?" | a [mE (EAE) — G(28)] tal 
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En ce qui concerne le second terme, on a encore : 


N57 - 57h < f OSEO - See 
< sup ImȘllIS — SE af 


En réunissant ces deux estimations, on obtient ainsi les deux premières parties 
du théorème. Passons maintenant à la dernière. Supposons que f(x) € Uo. 
Alors à 

FE = FERE) 


où F(€) est une fonction 2r-périodique, de carré intégrable sur [0,27]. Un 
calcul explicite conduit alors à 
Ca? Sd? a * CAU im 2 
SEF- SEF = YO (MEE) — molE + 27k)" [AE + 2e) FO 
kez 
=0 simi = M. 


A titre d’exemple, considérons la célèbre ondelette LOG (Laplacian Of 
Gaussians) 


(a) = —=(1 - 2?)e7* /? (III.32) 
La fonction d’échelle linéaire associée est simplement la gaussienne 


1 š 
dns ee 111.33 
p(z) W ( ) 


alors que l’ondelette intégrée est le DOG (Difference Of Gaussians) 


1 
2/20 


Pour plus de généralité, nous considérerons la famille de fonctions d’échelle 


Y(x) = (e772 — 2e7?7*) (111.34) 


Galé) =e 8 /* (III.35) 


avec les ondelettes intégrées associées. Un calcul direct fournit les coefficients 
pour les filtres {hx} et {gk}. Les coefficients, dans les cas a = 2 à a = 6 sont 
donnés dans le complément E. 


IIL3 Redondance en échelle 


Pour “boucler la boucle” et revenir à une transformée en ondelettes algo- 
rithmiquement efficace et proche de la transformée continue que nous avons vue 
au début de cet ouvrage, il ne nous reste plus qu’à réintroduire la redondance 
en échelle. 
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Le moyen le plus simple est sans doute de réutiliser les formules précédentes 
et d'utiliser directement l’algorithme correspondant en partant de fonctions 
d'échelle, copies dilatées de celles que nous avons utilisées. 

Plus précisément, considérons le cas d’une transformation en ondelettes, par 
rapport à des ondelettes de largeur de bande d’une octave approximativement 
et N — 1 échelles intermédiaires (en progression géométrique) par octave. Soit 
donc ay = aj, = 2VN, où À = Nj + p. Si g(x) est l’ondelette infinitésimale, 
normalisée de sorte que cg = 1, on pose alors, 


Pulz) = f á 7 (=) = (III.36) 


na 


et 


by (2) = | 7 = (=) a = 26,(22) — by (x) (111.37) 


w-1 A a 


On dispose donc d’une famille de N fonctions d’échelle et ondelettes, copies 
dilatées les unes des autres. La même procédure que précédemment, appliquée 
à chacune des ondelcttes et fonctions d’échelle, produit alors une famille de 
filtres passe-bas et passe-haut donnés par : 


= 111.38 
Lez lPa(E + 27k)[? ) 


ma (£) 


H 
a = 
mi (£) Erez lu (é + 2rk)|? 


(111.39) 


Remarque : Une variation possible. On peut aussi utiliser les mêmes idées pour 
construire une transformation en ondelettes dans laquelle toutes les échelles 
sont indépendantes. Il est alors suffisant d’utiliser une unique fonction d’échelle 
et d'introduire la famille d’ondelettes suivantes 


ani 1 /zx\ da 
= -g(-]— III.40 
Wy — a? (=) a ( ) 


La même procédure fournit alors les filtres 


_ Erez thy(2(E + 20k) )G(E + 27k)” 


npl) = = 111.41 
mul) Se (111.41) 


qui vérifient : 
fot Soy =1 (III.42) 
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La reconstruction s’écrit : 


Jo—1 
Sif = Ssf+ D NTFS (111.43) 
u j=J 
où on a posé 
TH f(k) = (f, 27w, (279(- — k)) (IIL.44) 


IV LE CAS BIDIMENSIONNEL 


IV.1 Produit tensoriel 


Nous avons déjà dit dans l’introduction qu’une condition nécessaire à lexis- 
tence d’algorithmes rapides de calcul de la transformée en ondelettes était 
la compatibilité du réseau de discrétisation avec les opérations élémentaires 
utilisées pour générer les ondelettes. Ceci reste vrai pour la transformée en 
ondelettes bidimensionnelle. Tant qu’on se limite à des translations et dilata- 
tions, des algorithmes rapides sont toujours disponibles. En revanche, on ne 
sait toujours pas, à l’heure actuelle, comment discrétiser des rotations en plus 
des dilatations et translations, de sorte que l’on ne dispose pas d’algorithme 
rapide pour la transformée en ondelettes avec rotations. On se contentera donc 
de décrire un algorithme attaché aux ondelettes classiques et donc fondé sur 
les mêmes idées de QMF. 


Le plus simple consiste en fait à considérer un “produit tensoriel” de deux 
filtres unidimensionnels. Etant donnée une fonction d’échelle unidimensionnelle 
(x), associée à une paire de filtres mo(£) et m,(€), on construit une fonction 
d’échelle bidimensionnelle 


px, y) = o(z) bly) (IV.1) 
Il est alors immédiat que 
(26, 26,) = Mo (£z)Mo (Ey) (Ex, Ey) (IV.2) 


de sorte qu’un candidat naturel pour le filtre passe-bas est : 


mo(Ex, Ey) = mo (Ex )mo(Ey) (IV.3) 


Si nous conservons l’idée que le filtre unidimensionnel mg (£) est essentiellement 
localisé entre —x/2 et 7/2, mo(€z,&y,) est lui essentiellement localisé dans le 
carré [—1/2, 7/2] x [—2/2, 1/2]. 
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En ce qui concerne les ondelettes, l’identité suivante, conséquence de l’équa- 
tion aux QMFs unidimensionnelle 


Do milé mE) = 1 (IV.4) 


i,j=0 


suggère l’utilisation non plus d’un filtre passe-haut, mais de trois, à savoir : 


mi (Ez, Ey) = mo(Ex)mi (Ey) (IV.5) 
mi (Ee, éy) = mi(éz)mo(éy) (IV.6) 
mi (Ex; £y) = mı (Ez )m1 (Ey) (IV.7) 
et conduit donc 4 trois ondelettes correspondantes : 
D (2b se, 264) = mj (x, by) b(Ex€y), € = 1,2,3 (IV.8) 


Il est facile de vérifier que si les 2~3/4y(2-Jx — k), j,k € Z forment une base 
orthonormée de L?(I), alors les 2~71)*(2-7x—k, 2-Fy—1), j, k,l € Ze = 1,2,3 
forment une base orthonormée de L?(JR?), pour laquelle on dispose des algo- 
rithmes rapides correspondants. 


Si on note : | l 
SF I = (F2 (27 -—k, 275 - —)) (IV.9) 
et | 
Th! f= (f,27 y (271 «=k, 277 6-1), (IV.10) 
il est facile de voir, d’après les calculs précédents, que l’on a: 
DES ED DD DLL RS | (IV.11) 
kool 
ainsi que 
Tey SMG on n (IV.12) 
k of 
De yy dorer (IV.13) 
k l 
Peps gS oF (IV.14) 
k l 


On se retrouve donc exactement dans le même schéma algorithmique que 
précédemment. L’algorithme de resynthèse est exactement similaire au pré- 
cédent. 
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IV.2 Algorithmes approchés 


On peut, bien entendu, modifier encore une fois cet algorithme, par exemple, 
en mutilisant plus que deux ondelettes au lieu de trois (dans ce cas, on n’a 
pas de base orthonormée sous-jacente et il est nécessaire de considérer des 
filtres de reconstruction différents des filtres d’analyse). La encore, le choix de 
l'algorithme est lié à l’application que l’on souhaite en faire. 

Néanmoins, cette structure algorithmique est trop contraignante si l’on 
s'intéresse à des ondelettes bidimensionnelles comme celles dont nous avons 
parlé auparavant, c’est-à-dire radiales ou localisées fréquentiellement. Dans un 
tel cas, on peut néanmoins reprendre la technique d’approximation développée 
dans le cadre unidimensionnel, pour construire des filtres approchés qui per- 
mettent un calcul efficace de coefficients en ondelettes. 

Prenons pour simplifier le cas d’une fonction d’échelle radiale p{x,y). Na- 
turellement, il n’existe pas en général de fonction 27 x 27-périodique reliant 
@{x,y) et d(x/2,y/2)/4. Il est en revanche toujours possible de chercher la 
combinaison linéaire des g(x — k,y — £) la plus proche de @(xr/2,y/2)/4. En 
procédant comme précédemment, on obtient immédiatement : 


Proposition 4 Les fonctions périodiques : 
mo(£, 6) = DUT exp{i(ké + €¢)} 
ke 


et 


mail, ©) = D gr eexp{ilkE + £6)} 
ke 
qui minimisent respectivement : 
ll(2/2,y/2)/4— J` hr eplz + k, y + Olle 
ke 


et 


[I(x /2,y/2)/4 — J geebla + kyy + Olle, 


ke 


sont données par 


Vie à IV.15 
mo(€,¢) Etez Ib(E + 27k,ç + 2n€)|? 
et 
m(6,0 = Sez Et Amb), C+ Bre) OE + Pak C+ BRE" 


Lreez lb(E + 2k, C + 278) 
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Figure VIIL4 : Filtre passe-haut approché pour ondelette LOG bidimension- 
nelle. 
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Exemple : Ondelettes LOG. Si nous reprenons l’exemple précédent des on- 
delettes laplacien de gaussienne bidimensionnelles, les filtres correspondants 
peuvent être calculés numériquement. Les fonctions mo et m1 approchées sont 
respectivement représentées en figure VIIL3 et VIII.4. 


On traite de façon similaire le cas d’ondelettes associées à des rotations. 


V COMMENTAIRES ET RÉFÉRENCES 


Les algorithmes pyramidaux fondés sur les QMFs sont en fait antérieurs 
aux premières constructions d’ondelettes. En effet, les techniques de lapla- 
cien pyramidal remontent aux travaux de Burt et Adelson [1] sur la vision par 
ordinateur et les méthodes de codage en sous-bandes ont été proposées initiale- 
ment en 1977 par Esteban et Galand [6], puis modifiées en 1986 par Smith et 
Barnwell [14] dans un contexte de traitement d’images. 

La relation entre les QMF et les bases d’ondelettes a été dans un premier 
temps notée et utilisée par S. Mallat [8], puis clarifiée par A. Cohen [2] et 
W. Lawton [7], qui ont montré sous quelles conditions il y a équivalence entre 
les deux approches. Ces aspects de analyse par ondelettes ont donné naissance 
à une importante littérature (voir [4] par exemple pour une revue de différents 
aspects). En particulier, Coifman, Meyer et Wickerhauser ont montré quel 
parti on pouvait tirer de la richesse algorithmique des décompositions en on- 
delettes et ont construit des algorithmes pyramidaux adaptatifs, permettant de 
sélectionner une “meilleure base” dans une bibliothèque fournie par l’algorithme 
(voir [16] pour une description complète). 
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VI COMPLEMENT E : FILTRES POUR 
ONDELETTES SPLINES ET LOG 


Nous donnons dans ce complément plus de détail sur deux exemples d’on- 
delettes associées à des algorithmes pyramidaux. Le premier exemple est une 
famille d’ondelettes pour laquelle il existe un algorithme rapide de décompo- 
sition-synthèse : les ondelettes splines. Le second est une application de la 
méthode des pseudo-QMFSs développée dans la section III du présent chapitre. 


VI.1 Splines de base et ondelettes de Battle-Lemarié 


On connaît maintenant de nombreux exemples de filtres mo(£) et m1(£) 
permettant l’utilisation des algorithmes pyramidaux décrits au chapitre VIII. 
Le prototype des ondelettes et des fonctions d’échelle associées à une telle 
structure algorithmique est fourni par les ondelettes dites splines (associées à 
la théorie de l’ approximations par fonctions splines), dont nous avons ébauché la 
construction dans la section H du chapitre VIII. Nous développons maintenant 
cette construction en détail. 


Définition 1 La fonction spline de base d’ordre n B"(x) est définie récursive- 
ment par 


Be) = BP 4 8" (2) ou 
où Bo() = Xfo,1}(2). 


On voit immédiatement que 


An(€) = (= i (E.2) 


Si l’on note 


yr) = {f e L’(IR) NC" (IR), polynômiale 
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d'ordre n sur [k,k +1{, Yke Z} (E.3) 


alors c’est un résultat classique de théorie de l’approximation que toute f(z) € 
y™ peut être représentée comme combinaison linéaire des translatées entières 


de 8" (x) : 
f(t) = J a48"(x — k) (E.4) 
k 


Plus précisément, on a: 


Théorème 1 La collection des translatées entières Bf (x) = B"(x — k) est une 


base inconditionnelle de ve), ie. il existe deux constantes 0 < C < C' < co 
telles que V{ar,k € Z} € (Z) 


Cllalle < || do ax8"(x — kyle < C'Ilalle (E.5) 


k 
De plus, il existe 8" (x) € yo? telle que 
(BR, BP) = bx (E.6) 


Toute f(x) € ve peut être décomposée comme : 


f(x) = S (FBR) BR(z) = XOU, 82) 82 (2) (E.7) 
k 


k 


On déduit immédiatement de l’équation (E.6) la forme de 8” (z) dans l’es- 
pace de Fourier : 


Fe = —F@ __, 
Te |E (E+ 2re)] 


Bien entendu, la collection des B"(x — k) est loin d’être l’unique base incondi- 


(E.8) 


tionnelle de ye). En particulier, on a: 


Lemme 1 Soit g(x) = >, arb” (x—k), où {ax,k € Z} € (Z). La collection 
des g(a — k), k € Z est une base inconditionnelle de vtr) si et seulement si 
la transformée de Fourier m(€) = 5°, ap exp{ik€} de la suite {az,k € Z} est 
telle que 

0 < A< Îm(£)| < B < oo (E.9) 


pour deux constantes réelles finies À et B. 
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Preuve : Il suffit d'écrire, V{yx,k € Z} : 
II So vegle ~ k)lle = SO Y vear” (a — k — 8)I2 
k ke 


On a alors 
Ca» ylle < IJ vrgle — blk < Cla * Île 
k 
et le lemme en est le résultat. 
Les fonctions splines de base sont bien adaptées à la structure algorithmique 


pyramidale du chapitre VIH, pour la raison suivante : 


Lemme 2 Les fonctions splines de base vérifient l’équation à deux échelles : 


n+1 


l n/T 
52 (5) = L e+ (E.10) 
où les coefficients uf ne sont autres que : 


u? = 277] ("+ ) (E.11) 


Preuve : Il suffit d’écrire ’expression de Br(€) pour voir : 


Fee = (Seen) 
=(=) FO 


En développant : 


on obtient bien l’équation à deux échelles recherchée. 

La conséquence immédiate de la relation à deux échelles est que le calcul des 
coefficients (f,2~78"(2~Jx — k)) d’une fonction f € L?(IR) peut s'effectuer via 
Palgorithme de codage en sous-bandes. Les coefficients uj, sont les coefficients 
de Fourier du filtre passe-bas : 

ig n+l 
moe) = (F) (B.12) 
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alors que le filtre passe-bas associé à Bn est donné par : 


FOD Le LEE rop (E13) 
F(E) Ze l8” (2E + 208)? 


Les coefficients de Fourier de ces filtres peuvent être calculés numériquement. 

Dans la terminologie des ondelettes, 8” (x) est appelée fonction d’échelle. 
On construit ici les ondelettes associées de la façon suivante. Les translatées 
de la dilatée de 8” (z) : 


mo() = 


2751289 (2-Fz — k) 


forment une base inconditionnelle de l’espace fermé ye qu’elles engendrent. 
yin) = = {Dar 28" (2-Ja — k) , {ak} € ea) (E.14) 


On introduit alors l’espace we complément orthogonal de yo dans pe 
Dans ce contexte, une ondelette sera une fonction y(x) € wr), telle que la 
collection de ses translatées entières soit une base inconditionnelle de we), De 
l'inclusion wi{”) Cc ya , on déduit immédiatement l'existence d’une suite {g} } 
telle que : 


st (G) =E Re+) (E.15) 
k 


Cette équation à deux échelles conduit, elle aussi, directement à un algorithme 
de type “codage en sous-bandes” pour le calcul des coefficients (f, 2-3 (274 T— 
k) d’une fonction f € L?(IR). 

Naturellement, le lemme 1 s’applique également à wir) , de sorte que toute 
fonction }>, 7xŸ(z—k), où {yk} définit un opérateur de convolution inversible, 
fournit aussi une base inconditionnelle de wir), 

Nous voyons donc qu’il subsiste une gr ande liberté pour le choix des fonc- 
tions g(x) et y(x) (et donc des filtres d'analyse mo(£) et mı (£)). En revanche, 
une fois ces fonctions d’analyse fixées, les fonctions et les filtres de synthèse 
sont complètement déterminés. 

Il existe notamment des choix conduisant à des fonctions d’échelle inter- 
polatrices (c’est-à-dire telles que gt e) = dg 0Vk € Z, ce qui permet d’écrire 
f(x) =>, f(k)g(r — k) VG € yf) ) ou à des ondelettes (x) à support com- 
pact. 

Parmi tous ces choix possibles, on peut en particulier utiliser la procédure 
de Gram pour orthonormaliser la base de yi), On obtient ainsi les ondelettes 
de Battle-Lemarié : 
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Théorème 2 Soit B"(x) une fonction spline de base et soit yi”) l’espace fermé 
sous-tendu par ses translatées entières. Soient ¢(x) et y(x) définies par leur 
transformée de Fourier : 


(6) = ae a OES G (E.16) 
VXelB"(E + 278)/? 
ie) = e—i€/2 $E +27) ; (E 
f(g = ee TES (5) (E.17) 


i) La collection des g(x — k),k € Z est une base orthonormée de yin). 


ii) La collection des p(x — k),k € Z est une base orthonormée de we), 


La preuve de ce théorème résulte d’une vérification directe. Etant donnée 
une fonction f(x) € L?(IR) à décomposer, le calcul de ses coefficients par 
rapport à cette base s’effectue au moyen de l’algorithme de codage en sous- 
bandes, les coefficients des filtres étant les coefficients de Fourier des fonctions 
27r-périodiques : 


mo(é) = (2€)/8(€) (E.18) 
mi (£) = b(2€)/4(€) (E.19) 


qui se calculent numériquement. Les ondelettes de Battle-Lemarié ne sont pas 
a support compact, mais présentent l’avantage d’utiliser les mêmes filtres pour 
Panalyse et la synthèse. 


VI.2 Filtres approchés pour ondelettes LOG 


Nous revenons ici plus en détails sur les ondelettes “laplacien de gaussien- 
ne” et “différence de gaussiennes”, et les coefficients des filtres approchés qui 
leur sont associés. Rappelons ici, qu’a la différence des ondelettes splines que 
nous venons d’étudier, nous avons abandonné toute notion d’orthogonalité. 
Les translatées entières des ondelettes et des fonctions d’échelle ne sont plus 
orthogonales ; de plus, les analogues des espaces yin) et wi) ne sont plus 
orthogonaux entre eux. 

Le but de cette section est de fournir les valeurs numériques des coefficients 
des filtres approchés pour ces ondelettes. Ces valeurs ne sont en effet pas 
disponibles dans la littérature. 

Considérons donc les fonctions d’échelle 


Dale) = 078a (E.20) 
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Figure VIILS : logv(41, mı) en fonction de a. 


avec les ondelettes intégrées associées (voir les formules (III.32) à (III.35) du 
chapitre VIII). Les coefficients du filtre passe-bas 


mo(£) = ; (E.21) 
rez PCE + 27k) |? 
dans les cas a = 2 à a = 6, sont représentés dans les tableaux 1 et 2. 
Quant aux coefficients du filtre passe-haut 
z PE + nky D (AE + 27k 
mi(é) = Leven P(E + Trh TOU + 278) PE + - PA is a) (E.22) 
Erez |P(E + 27k)| 
ils se déduisent immédiatement de la relation : 
mo(€) + m1(€) =1 (E.23) 


La précision de Valgorithme approché correspondant se mesure directement 
au paramètre v(u1,m1), dont le logarithme est représenté à la figure VIIL5, en 
fonction de a. 
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Tableau VIIL.1 : Coefficients du filtre {hy}. 


0.2303293981504295 0.3256327400276189 
0.1949696890597745 0.23348983204217 
0.1182550445250639 0.085798244731082 
0.0513934674734677 0.01625749135447543 
0.01600406489791245 0.0015489926732795 
0.003571008383091751 0.0000922406284932685 
0.000570918511923951 —6.329399769840077 107° 
0.00006541345583418924 5.046635369126971 107° 
5.362330274241683 107° —3.037204277690354 107° 
3.207260971336785 1077 1.840533840997319 107% 
9.48164740493837 107° ~1.115951095201895 107° 
3.36607196807179 10° 6.767716261725134 1077 
—2.292280072147649 10° ~4.10463329124915310~” 
1.788522779512123 107° 2.4895426118785 10-7 
—1.391076845433387 107° —1.509974254859814 1077 


1.082557022573435 10° 3.624643193430867 107° 9.1584352324766610"* 


Complément E : Filtres pour ondelettes splines et LOG 


Tableau VIII.2: Coefficients du filtre {h4} (suite). 


0.3972771041574456 
0.2433136948393599 
0.05323383400865474 
0.004788125238023543 
—0.00002934485917262438 
0.00007751303939803942 
—0.00003576989742401233 
0.00001688424764446744 
—7.973936211287443 107$ 
3.766450307869193 107° 
—1.779127172761447 1077 
8.40398274685488 1077 
—3.96975836221321 1077 
1.87518086216816210~7 
—8.8577269777009 10% 


8.08599235222767 107° 4.184093934894746 107° 
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ANNEXE A: ÉLÉMENTS D’ANALYSE 


Nous donnons ici quelques éléments nécessaires pour la lecture du texte. 
Les notions de base sont supposées connues et nous ne nous y attarderons donc 
pas. Donnons tout de même quelques détails supplémentaires sur les espaces 
fonctionnels, ainsi que sur la transformation de Fourier et les distributions 
continuellement utilisées dans le corps de l'ouvrage. 


I NOTIONS DE BASE 


Nous manipulons tout au long de cet ouvrage un certain nombre de notions 
simples d’analyse tclles que des notions de continuité, de différentiabilité ou 
d'intégrabilité. Nous décrivons ici quelques points nécessaires, sans entrer dans 
les détails techniques. Nous renvoyons par exemple à [8], [7] ou [4] pour une 
présentation complete. 


I.1 Continuité, différentiabilité, régularité 


Nous ne reviendrons pas en détail sur la notion de continuité. Comme à 
l'habitude, nous noterons C™(IR”) l’espace des fonctions m fois différentiables 
sur IR”. Un outil essentiel que nous utiliserons est la formule de Taylor, que 
l’on peut écrire dans le cas multidimensionnel comme suit. Si f € C™(UR"), 
alors on peut écrire : 


ra= Jy SPO (eo) + rm colt) (11) 


0<a<m 


a = (Q14,02,...An) 
al=aylay!...an! 
CS ay he it, 


n 


JO = OP AY. Oge 
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et rm zo(7) est un reste, borné par 
1 à | 
lreso(r) < — sup [f*(z)| (1.2) 
M: z,a=m 


On dispose de formules analogues dans le cas de fonctions différentiables sur 
un ouvert. 

Il existe des mesures plus fines de régularité des fonctions. Nous nous 
intéresserons en particulier aux propriétés de régularité hölderienne. 

Si 0 <a < 1, l’espace A° (IR) est défini comme suit : 


A° UR) = {f : R —€,34 < oo, |f (y) — f(x)| < Aly — x|% Yz,y € IR} (1.3) 


Si l’on note ||f|l, la borne inférieure des constantes A telle que Pinégalité 
précédente soit vérifiée, on peut vérifier que ||- ||, est une norme (à condition 
de considérer les éléments de AĦ (IR) modulo une constante additive, ce qui est 
implicite dans la définition), qui fait de A*(JR) un espace de Banach. Nous 
verrons comment caractériser de tels espaces au moyen de la transformation en 
ondelettes!, 

Sip<a<p+1, A°(IR) est défini comme suit : 


Ae f : I — T, 3K < œ, P(x) polynôme de degré < p, 


(f(z) — P(x —y)| < Klz — y|% Yz, y € IR } (1.4) 


et la généralisation immédiate de la norme précédente en fait aussi un espace 
de Banach. (Il faut cette fois considérer les éléments de A®(JR) modulo les 
polynômes de degré p.) 

Ce critère de régularité peut aussi être testé localement : la fonction f(z) 
sera dite hôlderienne d’exposant a €]p, p+1{ au point zo, s’il existe un polynôme 
P, (x) de degré inférieur ou égal à p et une constante A > 0 tels que Yh < ho : 


|f (zo +h) — Pz, (A)| < Alh|® (1.5) 


Si f(x) est p fois différentiable en zo, Pz,(h) n’est autre que le développement 
de Taylor à l’ordre p de f(x) en 2. Nous montrons au chapitre IV comment 
mesurer précisément ce type de régularité. 


1En anticipant quelque peu, disons qu’une ondelette est par essence une fonction 
d’intégrale nulle (il s’agit là d’une propriété “minimale”). Les ondelettes sont bien adaptées 
à l’étude de A (JR) ; en effet, le produit scalaire d’une ondelette par une fonction constante 
est donc nul ; on dit parfois que les ondelettes ne “voient pas les constantes additives”. 
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1.2 Mesurabilité, intégrabilité 


La mesure de Lebesgue? sur JR est l’application qui à tout sous-ensemble 
E C IR associe 


E > |E] = ins {=o Ec Uni} (1.6) 
i=0 


i=0 


l'inf étant pris sur tous les recouvrements de E par des ouverts Ja;,b;{. La 
mesure de Lebesgue sur IR” est simplement obtenue en considérant des produits 
cartésiens. 

Le sous-ensemble E C JR” est mesurable si pour tout F C JR", on a 
|F|=|FNE|+|FNE*|. 

Une fonction f(x) est dite mesurable si pour tout y € IR, l’ensemble E, = 
{x, f(z) > y} est mesurable. 


Etant donnée une fonction f(z), son intégrale de Riemann sur l'intervalle 
[a,b] est définie de la façon suivante. Considérant des partitions quelconques 
a = ag < a; < a2 < … < do = b de [a,b] en sous-intervalles [a4, ak+ı] de taille 
maximale ô, et pour tout k un zp € [ax, ax41] quelconque : 


b 
f f(x)dz = lim 5 f(2k)(ak+1 — ae) (1.7) 
$ k 


f(z) est dite intégrable au sens de Riemann si la limite existe, indépendamment 
de la partition et des points x, choisis. 


Etant donnée une fonction Lebesgue mesurable f(x) > 0, on lui associe sa 
fonction de distribution ys(x), définie par 


ys(z) = Hy ER, f(x) > y}l (1.8) 


Si ys (x) est intégrable au sens de Riemann, f(x) est intégrable. Son intégrale 
de Lebesgue est alors : 


[tea = f voe (1.9) 


Dans le cas général, on suppose |f(z)| intégrable et on note : f(x) (resp. 
f-(x)) est le produit de f(x) par la fonction de Heaviside H(z) (resp. H(—2)). 
Alors l'intégrale de Lebesgue de f(x) est donnée par 


Jia [unter - [vy (eae (1.10) 


211 s’agit en fait de la mesure extérieure de Lebesgue, mais nous n’entrerons pas dans ces 
détails ici. 
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II ESPACES FONCTIONNELS ET 
DISTRIBUTIONS 


II.1 Les espaces L? 


Soit 1 < p < oo. Dans tout ce qui suit, on notera 
i 
L(R)={f:R>C, |ifllp = POLE St: GD 


l’espace des fonctions p-sommables sur J? par rapport à la mesure de Lebesgue 
et LP(IR") la généralisation multidimensionnelle évidente. On notera également 


L®(IR) = {f:R-~G, ||fllo = ess sup|f (x)| < co} (11.2) 
où 
ess sup| f (x)| = inf{r : ysi(r) = 0} 
Pour tout p, LP(IR) est complet par rapport à la métrique dp induite par ||- |lp, 
définie par 
dy(f,9) = |f -gllp fog € LP (11.3) 


Dans le cas périodique (par exemple 27-périodique) on dira que f € LP([0, 27]) 
si 


1 27 | L 
Ifilo = zzl réel < o (11.4) 
0 


On notera enfin {P( Z) Vanalogue discret des espaces LP ; plus précisément, on 
dira que la suite {s,,n € Z} € £?(Z) si 


If llee(zy) = 5 oP < œ (11.5) 


nez 


II.2 L'espace L? 


Parmi les espaces L?, l’espace L? (IR) a un statut particulier en ce sens qu’il 
est muni d’un produit scalaire (en d’autres termes une forme hermitienne non 
dégénérée), que nous notcrons : 


(f,9)2 = fe Hate) dr foe LR) (IL6) 


Quand il n’y a pas de confusion possible, nous noterons plus simplement || - || 
et (-,-) la norme et le produit scalaire dans L?). Le produit scalaire permet de 
donner à L?(IR) une structure d’espace de Hilbert. 
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Comme dans tous les espaces où la norme provient d’un produit scalaire, 
celui-ci peut être retrouvé à partir de la norme en utilisant l’identité de pola- 
risation : 


(f,9) = = (lf + oll? — If — oll?) + à (IF + ial? — If il?) 0-7) 


1 
4 
II.3 Quelques inégalités utiles 


Nous utiliserons constamment par la suite les deux ensembles d’inégalités 
suivantes : 


IL.3.1 Inégalités de Holder 


Si f € LP(IR) et g € L(IR), alors le produit point par point fg appartient 
à L'(IR), où r est donné par 
1 1 1 


SET = IT. 
rpg ute) 
De plus : 
IIfall- < Flle Ilall (II.9) 
Les cas particuliers classiques sont l’inégalité de Cauchy-Schwarz 
(f,9) < file Ilolle (11.10) 
et 
gl» < Il flloollalle (11.11) 


II.3.2 Inégalités de Young 
Si f € LP (IR) et g € L1(IR), alors le produit de convolution f * g 


f * g(z) +. f(u)g(z — y)dy (11.12) 
IR 
appartient à L'(IR), où r est maintenant donné par 
1 1 1 
fee (11.13) 
ro P 4 
De plus : 
If * gll- < MF llp Molle (11.14) 


Ceci implique en particulier que tous les espaces L?( J) sont stables par convo- 
lution avec une fonction intégrable : L! x LP = LP. On peut aussi montrer que, 
si f,g € L?(M), le produit de convolution f *g est alors une fonction continue. 
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113.3 Inégalités intégrales de Minkowsky 


Si F(z,y) est une fonction de deux variables, intégrable sur X x Y, alors 


pi (J. Pea) a < f [f (ya de (11.15) 


pour tout 1 < p < œ. 


II.4 Identité approchée 


Soit {h,e € IM} une famille de fonctions intégrables. On dira que cette 
famille fournit une identité approchée dans L?(I), p < oo si Vf € LP(R)ona 


lim ||f — f * dell, = 0 (11.16) 


On dira alors que f *ġe tend (fortement) vers f dans LP. Un exemple d’identité 
approchée est obtenu comme suit : Si ¢@ € L! (JR) est une fonction d’intégrale 
égale 4 1, on pose: 


(x) = +6(=) (11.17) 


Il est facile de montrer que l’on obtient ainsi une identité approchée de L? (IR) 
par exemple. 


II.5 Fonctions de test et distributions 


Etant donnée une fonction f(x) mesurable, on définit son support supp(f) 
comme le complémentaire de l’ensemble {x € IR, f(x) = 0}. supp(f) est un 
ensemble mesurable. 

On appellera fonctions de test les fonctions de classe C® à support compact 
et on notera D(JR) l’ensemble de ces fonctions. 

On dira d’une fonction qu’elle appartient à la classe de Schwartz si toutes ses 
dérivées sont à décroissance rapide, c’est-à-dire telles que pour tout m,n € IN, 
il existe une constante finie strictement positive Cm,n telle que 


sup |z” Gay (11.18) 


d™ f(x) 
ze dz™ 


On notera S(IR) la classe des fonctions de Schwartz. On a clairement, DUR) C 
S(IR). Il est à noter que les espaces D(JR) ct S(IR) sont tous deux denses dans 
les espaces L?(IR) pour 1 < p < co. 
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Etant donné un espace fonctionnel noté génériquement F(IN), son espace 
dual est défini comme l’espace des fonctionnelles linéaires continues sur F(IR), 
c’est-à-dire des applications continues T : F(IR) >C telles que Vf,g € F(R) 

T(Af + ug) = AT(f) + uT(9) (II.19) 


L’espace D'(IR) dual de D(JR) est l’espace des distributions et l’espace S’( II) 
dual de S(IR) est l’espace des distributions tempérées : 


S'(IR) c D'(IR) (II.20) 
Les distributions se dérivent conformément à la règle : si T € D'(IR) 
d” nam [df 
(£r) (f) =(-1)"T (=) Vf € DUR) (II.21) 


Parmi les exemples les plus classiques de distributions (hormis les distributions 
de type “fonction” ), les plus utiles nous seront la “masse de Dirac” : 


4(f) = f(0) (11.22) 


ainsi que ses dérivées. Par abus de notation, on traite souvent la distribution 
de Dirac comme s’il s’agissait d’une distribution de type fonction, que l’on note 
d(x). 

Toutes ces notions s’étendent de façon immédiate au cadre multidimension- 
nel. 


III ANALYSE DE FOURIER 


III.1 Transformation de Fourier 


Soit f € L! (IR) ; sa transformée de Fourier est définie par : 
FOIF- AO | ae tas gem (11.1) 


Alors f est continue, bornéc et s’annulle à l'infini (ce résultat est connu sous le 
nom de lemme de Riemann-Lebesgue). On montre aussi facilement que pour 
toutes fonctions f,g € L'(IR), ona: 

OO O0 T 

[soawa= f oojaa (111.2) 

— C0 — 09 
En supposant de plus que f et Î sont suffisamment rapidement décroissantes 
à linfini (plus précisément f et f sont respectivement O(x?) et O(€~*) à 
l'infini), on obtient la formule d’inversion : 


f(z) = = n f(E)e dE, ze MR (IIL.3) 
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Ces hypothèses de décroissance à l'infini sont, en particulier, vérifiées par toute 
fonction de la classe de Schwartz S(IR). Il est facile aussi de vérifier que la 
transformée de Fourier de toute fonction de S(IR) est aussi dans S(JR), de telle 
sorte que la transformée de Fourier F restreinte à S(IR) est un isomorphisme. 

La transformation de Fourier est étendue aux distributions tempérées (c’est- 
à-dire aux éléments du dual S'(IR) de S(IR)) comme suit : si o € S'(IR), & est 
définie par : (6, f} = (a, f} pour tout f € S(IR) On transporte la transformée 
de Fourier au cadre L? (IR) de la manière suivante : si 


(f,9) = f f(æ)g(x)"dz (IIL.4) 
est la forme hermitienne sur L?(I), on a: 


(F ô) = 2r(f,9) (111.5) 


Par conséquent, = est une isométrie sur S(JR), munie de la structure pré- 
hilbertienne induite par la structure hilbertienne de L?(JR). Finalement, par 
densité de S(T) dans L?(I), cette isométrie s'étend à L? (IR). 

Le cas multidimensionnel est très similaire. Nous noterons f(€) la trans- 
formée de Fourier de f € L'(I”), définie comme 


Î(E) = f s f(z)e” dz (IIL6) 


De nouveau, la transformation de Fourier se prolonge en une isométrie sur 
L?(IR") (à une constante près), c’est-à-dire que l’on a Yf, g € L?(IR") 


(F å) = (2x)"(f,9) (111.7) 


Remarque: En incluant la transformation de Fourier inverse dans la formule 
donnant la transformation de Fourier, on obtient l'identité formelle 


z) = 1 es? 
ô(x) Cry I dE (IIL8) 


Lorsqu'il est évident qu'aucun problème de convergence ne se pose et qu’on 
peut facilement donner un sens aux expressions correspondantes, nous utilise- 
rons directement cette identité (qui n’est autre, rappelons-le, que la reécriture 
formelle de la formule d’inversion de la transformation de Fourier). 
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TIL2 Quelques propriétés (aide-mémoire) 


On donne ici une liste de propriétés immédiates de la transformée de Fourier : 
si f,g € L\(IR), les propriétés suivantes sont vérifiées. 


o Linéarité: F-(f+g)=F-f+F-g. 


Convolution-produit : F-(f-g) = [F - f]*[F-g} et F-[f*9] = [F f] [F 9). 


Translation-modulation : Si on note T, opérateur de translation par b : 
[T,.f](£) = f(x — 6) et par E, l'opérateur de modulation : [Eu + f](x) = 
et f(x), ona: 


F- [T - f] = E- [F - f] 
F [Eo f] = Ta [EF f] 


Dilatation : Si on note Da opérateur de dilatation par a: [Da - f](x) 
f(ax), ona: 


F- [Da: f] = Da IF- A) 


Parité : F : fonction paire > fonction paire ; F : fonction impaire > 
fonction impaire. 

Réalité : f(t) € IR => f(€) = f(-O* VE; f(x) € iR = FE 
—f(—E) vE. 


IIL3 Transformation de Hilbert 


Nous aurons souvent besoin d'utiliser la transformation de Hilbert H, qui 
joue un rôle capital dans l’analyse par ondelettes. Elle est définie par son action 
sur les fonctions comme suit : 


H: f> |F- e- F]: f (IIL.9) 
où € est défini par: [e- f](£) = —iSgn(€)f(€). On a donc: 
[1+iH]=2F7'0F (III.10) 


où © est la multiplication par la fonction de Heaviside H(€). Par exemple, si 
f(x) = cos(x), alors [H + f](x) = sin(x) et ({1+ 7H] - f) (£) = e”. 

Les spécialistes de traitement du signal utilisent la transformation de Hilbert 
pour associer à un signal réel quelconque un signal complexe, appelé signal 
analytique associé, qui ne contient que des fréquences positives et peut donc 
être qualifié de causal. Mathématiquement, l’image de L?(IR) par l'opérateur 
C = [1 + iH] est appelé le second espace de Hardy complexe : 


H? (IR) = {f € L'(IR) , f(E) = 0 VE < 0} (11.11) 
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Nous verrons une version de l’analyse par ondelettes spécialement adaptée à 
cet espace particulier. 

Dans un cas très particulier, c’est-à-dire dans le cas de fonctions f(x) = 
A(x) cos (x) telles que les variations de A(z) sont lentes par rapport aux va- 
riations de ¢(x) (fonctions ou signaux asymptotiques), on peut se convaincre 
sans trop de difficultés que C + f est peu différente de A(x)e**(*), C'est ce 
que l’on appelle le théorème de Bedrosian, sur lequel nous aurons l’occasion de 
revenir par la suite. 

Pour conclure, remarquons que la transformation de Hilbert ne se générali- 
se pas naturellement au contexte multidimensionnel. Ou, plus précisément, sa 
généralisation multidimensionnelle est fournie par un ensemble de transforma- 
tions appelées transformations de Riesz. Nous reviendrons aussi sur cet aspect 
des choses par la suite. 


ANNEXE B : ÉLÉMENTS DE THÉORIE 
DES GROUPES 


Nous décrivons dans cette annexe de façon très succincte, les notions de 
base nécessaires. La plupart des résultats sont énoncés sans démonstration. 
Pour plus de détail, le lecteur est invité à se référer à [3] et [1], pour un exposé 
adapté à la physique, et à [11] et [5], pour une description plus complète. 


I GÉNÉRALITÉS 


I.1 Notion de groupe 


Un groupe est un ensemble G, muni d’une loi de composition interne (ap- 
pelée produit ou loi de groupe) notée “.”, associative telle que G possède un 
élément neutre e et que tout élément g € G possède un inverse g7! pour cette 
loi. 

Les exemples de groupe ne manquent pas. On peut citer, entre autres, le 
groupe réel additif, c’est-à-dire l’ensemble des nombres réels muni de I’addition, 
ou encore le groupe réel multiplicatif, c’est-à-dire l’ensemble des nombres réels 
non nuls muni de la multiplication. Ces deux groupes possèdent la particu- 
larité d’être des groupes commutatifs. Il existe une famille de groupes par- 
ticulièrement intéressante, les groupes de transformations, engendrés par des 
transformations de JR” et que l’on peut réaliser comme des groupes de matrices. 
Nous avons ainsi vu apparaître au chapitre II les groupes SO(n) de rotations. 
SO(n) est l’ensemble de toutes les matrices de rotation de JR”, muni de la 
multiplication des matrices. Autrement dit, SO(n) est l’ensemble de toutes les 
matrices n x n, orthogonales (c’est-à-dire dont la matrice inverse est égale à la 
matrice transposée) et de déterminant égal à 1. SO(n) signifie en fait groupe 
spécial orthogonal en dimension n. 
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I.2 Exemples 


Il existe néanmoins trois exemples auxquels nous consacrerons une atten- 
tion particulière, ce sont les groupes qui vont nous conduire directement aux 
gaborettes et aux ondelcttes. Ce sont respectivement le groupe de Weyl-Hei- 
senberg et le groupe affine (dans deux versions différentes). 


12.1 Le groupe de Weyl-Hcisenberg 


Le groupe de Weyl-Heisenberg à n dimensions est topologiquement isomor- 
phe au produit IR” x IR” x S!, c’est-à-dire qu’il est constitué d'éléments de la 
forme : 


Gwu = {(w,b, p) € IR” x IR" x [0, 2x]} : (1.1) 
La loi de groupe est donnée par : 
(w, bp) (w, bp) = (wtuw',b+b pty’ +w-b’). (1.2) 


Il est facile de voir que 
e = (0,0,0) (1.3) 


est élément neutre de Gw et que 
(u,b, p)7} = (-w,—b, -p +w-b). (1.4) 
En particulier 
(w, b, p): (w’, by") - (wb, gy)? = (w, Wg! abw). (1.5) 


Notons que le sous-groupe S! = {(0,0,y) € Gwn} de Gwy est commutatif. 
Néanmoins, le groupe de Weyl- Heisenberg est un groupe non commutatif. 
On dit qu’il est l’extension centrale (le centre d’un groupe est par définition 
l’ensemble de ses éléments qui commutent avec tout le groupe) de IR?" (qui 
serait lui-même commutatif en l’absence du facteur S!) par le cercle S'. Nous 
verrons précisément que c’est cette extension centrale qui fait toute la richesse 
du groupe. 

On peut faire agir Gwy sur L?(R") comme suit : Si (w,b, p) € Gwu, on 
lui associe l’opérateur sur L?(JR") suivant : 


[rlo d, 0) - f] (2) = elt) f(x — b) (1.6) 
et vérifie immédiatement que 


(wb, py) -t(w',b',g') = rw tw, b b, etre toby), (1.7) 
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12.2 Le groupe affine 


Le groupe affine à n dimensions est l’ensemble 
Gars = {(b,a) € R° x Ri}, (1.8) 
muni du produit 
(b,a)- (b',a’) = (b+ ab’,aa’). (1.9) 
Nous voyons que ce groupe possede une structure différente de celle du groupe 
de Weyl-Heisenberg, puisque la variable a agit sur la variable b. On parle 
dans ce cas d’un produit semi direct (ou produit croisé) de IR" par IR}. La 


représentation que nous utiliserons est obtenue comme suit. Si (b,a) € Gaff, 
on lui associe l’opérateur 7(b,a) sur L?(IR"), qui agit comme : 


[r(b, a) + f](x) = arity (2=), (1.10) 
et il est facile de vérifier que : 


n(b,a)-1(b',a') = r(b+ ab’,aa’) . (1.11) 


I.2.3 Le groupe affine avec rotations 


Le groupe affine augmenté des rotations à n dimensions (parfois appelé 
groupe euclidien inhomogène) est Pensemble : 


Gaff = {(b, a,r) € IR" x IR} x SO(n)}, (1.12) 
muni du produit 

(b,a,r)-(b',a’,r') = (b+ ar -b',aa',r -r). (1.13) 
(r € SO(n) est ici une matrice de rotation à n dimensions.) Ce groupe possède, 
lui aussi, une structure de produit semi direct (ou produit croisé), cette fois de 


IR” par IR x SO(n). Nous rencontrerons le groupe affine dans la construc- 
tion des ondelettes avec rotations. En effct, si b,a,r € Garp on lui associe 


l'opérateur 7(b,a,r) sur L?(IR"), qui agit comme suit : 


US fe) = ashr), (1.14) 


a 


et il est facile de vérifier que 
r(b,a,r)-7(b',a',r") = r(b+ ar -b',aa',r-r!). (1.15) 


Notons que, dans le cas n = 1, SO(n) doit être remplacé par le groupe fini 
Z = —1,1, unique transformation orthogonale en dimension 1 en dehors 
de l'identité étant la symétrie x => —x. Il est alors facile de vérifier que 

asf = R x IR* et conduit à l’une des variantes de l’analyse par ondelettes 
unidimensionnelle rencontrées au chapitre II. 
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II GROUPES ET ALGÈBRES DE LIE 


Un groupe de Lie est un groupe G tel que : 


e G est un groupe topologique : il est muni d’une topologie séparée telle 
que les opérations g € G > g`} et g,g' € G > g:g' soient continues. 


e G est une variété analytique : pour tout g € G, il existe un voisinage 
O(g) de g qui est homéomorphe à un ouvert U de IR? (ou Œ') pour une 
dimension d fixée. De plus, si U et U’ sont deux tels ouverts et si j et 
j’ sont les homéomorphismes correspondants, j o 7’ TL est analytique sur 
UNU'. 


Dans ces conditions, on montre que G posséde en tout point un espace 
tangent de dimension d. De plus, l’espace tangent à G en g = e, que l’on 
appelle lalgèbre de Lie de G et que l’on note G = Lie(G), hérite d’une loi de 
composition interne, notée [-,-], qui vérifie, pour tous z, y,z € G, 


[x, y] = —[y, x] (II.1) 


læ, [ys 2l) + [ys Le, el) + (2, [eyl] = 0 (11.2) 


On dit que le crochet de Lie (i.e. la loi [,]) est anticommutatif et Jacobi- 
associatif. Par extension, on appelle aussi algebre de Lie tout espace vectoriel 
muni d’une telle loi. 

Considérons les exemples précédents, en particulier le groupe de Weyl-Hei- 
senberg et le groupe affine. Il est facile de montrer que l’algèbre de Lie du 
groupe de Weyl-Heisenberg, (souvent appelée algèbre de Heisenberg ou algèbre 
des relations de commutation canoniques) est engendrée par l’identité I et 2n 
opérateurs P, et Qk, k = 1,...n, vérifiant les relations de commutation dites 
canoniques : 


[Qx, Pe] = idzel (II.3) 


En revanche, le groupe affine à n dimensions est engendré par n+1 éléments 
Qk, k =1,...n et K, vérifiant : 


[KO)=K (11.4) 


IT MESURE DE HAAR 


Nous avons vu dans la section précédente que les groupes de Lie sont, par 
définition, munis d’une topologie et d’une structure différentiable. Nous allons 
maintenant nous restreindre aux groupes localement compacts et décrire les 
propriétés de mesurabilité. Il s’avère que tout groupe localement compact G 
peut être muni de mesures qui jouent le même rôle que celui joué par la mesure 
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de Lebesgue sur IR. Plus précisément, on montre (voir [3] par exemple) qu’il 
existe deux mesures jig et up sur G, appelées mesures de Haar gauche et droite 
respectivement, telles que : 


dua(g' - 9) = dua(g), Vg' € G, (HL.1) 


dun(g-g') = dun(g),Vg' € G, (1.2) 


et sont uniques avec cette propriété (à un facteur multiplicatif près). uG et up 
sont en général différentes. Si yp = ua, on dit que G est un groupe unimodu- 
laire. En particulier si G est compact, il est automatiquement unimodulaire et 
Jo duc(g) < œ. 

Si nous revenons aux exemples précédents, on vérifie aisément, par exemple, 
que le groupe de Weyl-Heisenberg est unimodulaire, la mesure de Haar associée 
étant 


du(b, w, p) = d" bd" wdy. (III.3) 
De même, dans le cas du groupe affine à n dimensions, 
d"bda 
ba) = — II.4 
duc(b,) = FS, (1114) 
d 
dup(b, a) = db. (II1.5) 


Quant au groupe des rotations SO(n), il est compact et donc unimodulaire. Sa 
mesure invariante peut étre paramétrée par les angles d’Euler et est donnée au 
chapitre II. 


IV REPRESENTATIONS 


IV.1 Généralités 


Considérons un groupe de Lie G ct un espace vectoriel V. Une repré- 
sentation (linéaire) de G sur V est une application continue 


x: G— GL(V) (IV.1) 


de G sur le groupe des opérateurs linéaires sur V, qui préserve la structure de 
groupe de G, c’est-à-dire telle que, pour tous gi, g2 € G, 


m(gi) : *(g2) = 7(q - 92) (IV.2) 


et donc z(e) = Iy. 
Les exemples les plus simples de représentations sont les caractéres des 
groupes commutatifs, qui associent à tout élément g du groupe un nombre 
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complexe x(g). Par exemple, si nous prenons le groupe additif IR des nombres 
réels, les caractères sont les fonctions sur J? à valeurs dans €. 

On dit que la représentation 7 de G sur V est réductible si V possède un 
sous-espace invariant, c’est-à-dire s’il existe un sous-espace U de V tel que U 
contienne 7(G)-U. Dans le cas contraire, la représentation est dite irréductible. 

La représentation 7 est dite unitaire si V peut être muni d’une structure 
d’espace de Hilbert telle que tous les 7(g), g € G soient des opérateurs unitaires ; 
en d’autres termes, (g7!) = a(g)". 


IV.2 Exemples 


Nous considérons le groupe de Weyl-Heïisenberg et la famille d’opérateurs 
sur L?(IR"), donnée par : 


[r(b,w, p) . fl (x) aad eee AC = b). (IV.3) 


On vérifie aisément qu’il s’agit d’une représentation unitaire du groupe de Weyl- 
Heisenberg, qui est de plus irréductible sur L?(IR"). 

Considérons maintenant le groupe affine Gays et son action sur L?(1R") 
donnée par : 


Era) (a) =a"? (F=*) (V4) 


Il s’agit clairement d’une représentation unitaire, néanmoins hautement réduc- 
tible. En effet, si Q est un cône de IN” pointant sur l’origine, l’ensemble 


[U € UR), Supp(f) € a} 


est un sous-espace invariant de L?(JR) pour m. Ceci reste vrai pour n = 1, où 
seule la restriction de x à H?(IR) (ou à l’espace analogue de fonctions n’ayant 
que des fréquences négatives) est irréductible. Un tel inconvénient est évité en 
“ps a Aah, ; ra A a Pas es 
considérant la représentation du groupe étendu Gasp définie par : 


{r(b, a,r) + f](x) = arr = ~ e), (IV.5) 


qui est unitaire ct irréductible sur L?(1R"). Dans le cas n = 1, pour lequel nous 
avons vu qu'il est équivalent de considérer des paramètres de dilatation positifs 
et négatifs, il convient de modifier (IV.5) en remplaçant la normalisation a7!/2 
par [a|”1/2, 

Deux représentations unitaires 7, et mz de G sont dites unitairement équi- 
valentes s’il existe un opérateur unitaire U (appelé opérateur d’entrelacement 
unitaire) tel que pour tout gE G: 


m2(9) =Um(g)U-' . (IV.6) 
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L'un des principaux problèmes de l'analyse harmonique sur les groupes de Lie 
est le suivant : étant donnée une représentation x de G sur H, déterminer les 
classes d'équivalence unitaire de représentations irréductibles p de G qui soient 
des sous-représentations de 7. Le lemme de Schur (bien connu, sous une forme 
un peu plus faible, en mécanique quantique sous le nom de théorème de la 
projection, ou théorème de Wigner-Eckart) est particulièrement utile dans ce 
contexte. Nous en donnons ici un énoncé, sans démonstration (pour plus de 
détail, voir [3], {11]). 


Lemme 1 (Schur) Soient n, et m2 deux représentations de G sur Hi ct He 
respectivement et supposons que m, soit irréductible. Alors tout opérateur 
d’entrelacement (non nécessairement unitaire) : T : Hı — Hz est un isomor- 
phisme ou vérifie T = 0. 


IV.3 Représentation régulière 


Parmi les représentations d’un groupe de Lie, la représentation régulière 
occupe une place privilégiée. En effet, le problème de la réduction de la 
représentation régulière en représentations irréductibles est souvent “presque 
équivalent” à celui de la classification de ces représentations irréductibles!. La 
représentation régulière gauche du groupe de Lie localement compact G agit 
sur l’espace L?(G, dp) (x étant la mesure de Haar gauche de G) comme suit : 


si f € L’ (G, dp) : 


Mg) FI (2) = f(g: 2), zEG (IV.7) 


V REPRESENTATIONS INDUITES 


V.1 Espaces homogènes 


Soient G un groupe de Lie et Æ un sous-groupe de Lie de G (c’est-à-dire 
un sous-ensemble de G qui soit lui aussi un groupe de Lic). On considère les 
classes d'équivalence de la forme : 


gH = {g-h, he H} (V.1) 
Le quotient G/H, formé des classes d’équivalence 
G/H={gH geG}, (V.2) 


l Nous pouvons d’ailleurs voir dans le chapitre VII, consacré à l’approche “représentations 
de groupes”, que les ondelettes jouent un rôle important dans ce contexte. 
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est appelé espace homogène. Il est canoniquement muni d’une projection 
P:G- G/H 


définie par 

P(g) = 9-H. (V3) 
En termes géométriques, on dit que le groupe G est ainsi muni d’une structure 
d’espace fibré principal, de base G/H et de fibre type H. Lorsque l’on peut 
écrire G = G/H x H, on dit que le fibré est trivial. 

Nous avons vu que tout groupe localement compact possède une mesure 
invariante à gauche et une mesure invariante à droite. Ce résultat n’est plus 
valable pour les espaces homogènes, mais il en existe néanmoins une version 
plus faible : Il existe toujours une mesure dn(x) telle que sa transformée dn(g-x) 
soit absolument continue par rapport à dn(x). On dit que 7 est quasi invariante 
par l’action du groupe. On peut alors considérer l’espace L?(X, dn) et l'action 
suivante de G sur L?(X,dn) : Vf € L?(X,dn) : 


dn(g7} - z) 
dn(x) 


Le terme dn(g7!-x)/dn(x) est appelé “dérivée de Radon-Nikodym” de dn(g7 
z) par rapport à dn(x). On vérifie sans peine que À x est une représentation uni- 
taire de G sur L?(X,dn). Nous verrons aussi comment une telle représentation 
s’introduit naturellement dans le contexte de l’analyse par ondelettes. 

On appelle section du fibré toute application 


o:G/H 3G, (V.5) 


[Ax(9)- f] (x) = f(g") +2) (V.4) 


1, 


telle que 
Pog=l. (V.6) 


On peut utiliser de telles sections pour associer des fonctions définies sur G/H 
à des fonctions définies sur G : si f(g) est une fonction sur le groupe G, on 
peut lui associer la fonction f,(z), définie sur X = G/H par : 


folz) = f(o(x)) rEX (V.7) 
Cette construction peut être utilisée pour restreindre une représentation à un 
espace homogène. 
V.2 Représentations induites 


Nous utilisons au chapitre VII la notion de représentation induite, que nous 
allons brièvement introduire dans un cas simple ici. Considérons un groupe de 
Lie, localement compact séparable G et un sous-groupe H C G. Soit 


x: Ho (V.8) 
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un caractère unitaire (i.e. tel que |x| = 1) de H. Soit X = G/H et soit ņ une 
mesure quasi invariante sur X. La représentation U = IndG(x) est définie de 
la façon suivante : On considère l’espace 


H= {f :G—+@, mesurable tel que 
(V.9) 
[tte rPan(2) < oo et sah) = xto vhe HS 


(Remarquons que H & L?(G/H,dn).) Alors U agit sur H comme suit : Vf € H 


dn(g7! - x) 


ane) f(g- z) (V.10) 


[U(g):- f] (=) = 


Notons qu’il s’agit d'une forme analogue à celle de la représentation que nous 
avons vue en (IV.14). H est facile de vérifier que U est une représentation 
unitaire de G. Les représentations induites jouent un rôle crucial dans la théorie 
des représentations de groupes. Elles en permettent parfois la classification 
(voir par exemple [5] ou [6]). 
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